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V delu je predstavljen razvoj algoritma za avtonomno pristajanje letal. Izpeljan je
matematicˇni model gibanja masne tocˇke v sˇestih prostostnih stopnjah ter njegova line-
arizacija okrog ravnovesne lege leta letala. Na podlagi dobljenih nelinearnih gibalnih
enacˇb je izdelana simulacija leta, ki zajema tudi pomembnejˇse nelinearnosti aktuator-
jev ter zaznaval, kot so omejeno obmocˇje delovanja, temperaturna odvisnost, ucˇinki
digitalizacije in sˇum, ter sluzˇi kot okolje za razvoj in preizkusˇanje razvitega algoritma.
Podrobneje je raziskan vpliv merilnega sˇuma na dosegljivo natancˇnost vodenja in upo-
raba Kalmanovega filtra za omilitev njegovih ucˇinkov.
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In this thesis the development of an algorithm for autonomous landing of aircraft
is presented. First, a mathematical model for the motion of a point mass with six
degrees of freedom is derived, along with its linearization about a reference trajectory.
Based on these nonlinear equations of motion a flight simulation is designed, that also
takes major sensor and actuator nonlinearities, such as limited range of operation,
temperature dependency, effects of digitalization and noise into account. It serves
as an environment for the development and testing of the proposed algorithm. A
more thorough investigation into the influence of measurement noise on the achievable
guidance accuracy is undertaken, as well as into the utilization of a Kalman filter for
the mitigation of its effects.
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Czq / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po kotni
hitrosti q
Czu / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po hitrosti
u
Czα / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po vpa-
dnem kotu α
Czα˙ / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po hitrosti
spremembe vpadnega kota α
Czδe / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po odklonu
viˇsinskega krmila δe
Czδt / koeficient odvoda aerodinamicˇne sile v smeri osi z po delezˇu
vrtljajev propelerja δt
CP / koeficient mocˇi propelerja
CT / koeficient potisne sile propelerja
c m globina krila
cv J/KgK specificˇna toplota pri konstantni prostornini
cp J/KgK specificˇna toplota pri konstantnem tlaku
cz m/s hitrost zvoka v zraku
D m premer propelerja
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d m bocˇni odmik od zahtevane trajektorije
d ◦ vektor vhodnih motenj sistema
da m krajevni vektor polozˇaja pospesˇkomera v lokalnem KS letala
EK J kineticˇna energija
EP J potencialna energija
F / prenosna funkcija referencˇnega signala pri krmiljenju z
uposˇtevanjem motnje
Fvzg N sila vzgona
FT N potisna sila propelerja
G / prenosna funkcija
Gdx / obcˇutljivostna funkcija vhodnih motenj
Gnu / obcˇutljivostna funkcija izhodnih motenj
Gny / obcˇutljivostna funkcija
Gnx / komplementarna obcˇutljivostna funkcija
G g vektor pospesˇkov v enotah vecˇkratnika gravitacijskega po-
spesˇka
g m/s2 gravitacijski pospesˇek
g m/s2 vektor gravitacijskega pospesˇka
H / Jakobijeva matrika nelinearne funkcije meritev
h m viˇsina
Iij kgm
2 tenzor vztrajnostnih momentov
Ixy kgm
2 deviacijski vztrajnostni moment
Izx kgm
2 deviacijski vztrajnostni moment
Iyz kgm
2 deviacijski vztrajnostni moment
I / enotska matrika
ix / razmerje deviacijskega vztrajnostnega momenta Ixz ter
vztrajnostnega momenta Ix
iy m razmerje deviacijskega vztrajnostnega momenta Ixz ter
vztrajnostnega momenta Iz
J / cenilna funkcija
Jp / faktor napredovanja propelerja
K / matrika Kalmanovega ojacˇanja
Kr / matrika LQR ojacˇanja
k / konstanta
L Nm aerodinamicˇni moment okrog osi x
L1 m razdalja med letalom in izbrano referencˇno tocˇko
Lp Nms/rad odvod momenta okrog osi x po kotni hitrosti p
Lr Nms/rad odvod momenta okrog osi x po kotni hitrosti r
Lu Ns odvod momenta okrog osi x po hitrosti u
Lv Ns odvod momenta okrog osi x po hitrosti v
Lw Ns odvod momenta okrog osi x po hitrosti v
Lδa Nm/rad odvod momenta okrog osi x po odklonu krilc δa
Lδr Nm/rad odvod momenta okrog osi x po odklonu smernega krmila δr
L J LaGrangeva energijska funkcija
LL1 / funkcija Lyapunova
l m dolzˇina trupa letala
xxiii
M Nm aerodinamicˇni moment okrog osi y
Mq Nms/rad odvod momenta okrog osi y po kotni hitrosti q
Mu Ns odvod momenta okrog osi y po hitrosti u
Mw Ns odvod momenta okrog osi y po hitrosti w
Mw˙ Ns
2 odvod momenta okrog osi y po spremembi hitrosti w
Mδe Nm/rad odvod momenta okrog osi y po odklonu viˇsinskega krmila δe
Mδt Nm/rad odvod momenta okrog osi y po delezˇu vrtljajev propelerja δt
Ma / kalibracijska matrika pospesˇkomera
Mg / kalibracijska matrika zˇiroskopa
Mmag / kalibracijska matrika magnetometra
m kg masa
N Nm aerodinamicˇni moment okrog osi z
Np Nms/rad odvod momenta okrog osi z po kotni hitrosti p
Nr Nms/rad odvod momenta okrog osi z po kotni hitrosti r
Nv Ns odvod momenta okrog osi z po hitrosti v
Nδa Nm/rad odvod momenta okrog osi z po odklonu krilc δa
Nδr Nm/rad odvod momenta okrog osi z po odklonu smernega krmila δr
n 1/s vrtilna frekvenca propelerja
n / vektor izhodnih motenj sistema
nem 1/s vrtilna frekvenca elektromotorja
P / prenosna funkcija procesa
PT W mocˇ propelerja
P / kovariancˇna matrika napak
P− / napoved kovariancˇne matrike napak
Pv m
2/s3 mocˇ merilnega sˇuma
p rad/s kotna hitrost okrog osi x
ps / pol sistema
pst Pa staticˇni tlak
pt Pa totalni tlak
pz Pa zracˇni tlak
Q Pa dinamicˇni tlak
Qn,θ / element kovariancˇne matrike procesnega sˇuma Qn za spre-
menljivko θ
Qn,φ / element kovariancˇne matrike procesnega sˇuma Qn za spre-
menljivko φ
Q / utezˇna matrika LQR krmilnika
Qi / vektor posplosˇenih sil
Qn / kovariancˇna matrika procesnega sˇuma
q / kotna hitrost okrog osi y
qi / vektor posplosˇenih koordinat
R m polmer zavoja
Rz J/KgK specificˇna plinska konstanta zraka
R / utezˇna matrika LQR krmilnika
REB / rotacijska matrika
Rn / kovariancˇna matrika merilnega sˇuma
r / kotna hitrost okrog osi z
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r / vektor referencˇnih vrednosti
S m2 povrsˇina krila
S / resˇitev Riccatijeve enacˇbe
s / Laplaceova spremenljivka
T K temperatura
t s cˇas
ts s perioda vzorcˇenja
u m/s hitrost v smeri x
u ◦ vektor krmilnih spremenljivk
V m/s hitrost
Vi m integral hitrosti
Vl m/s vektor hitrosti letala
Vn dB/Hz spektralna mocˇnostna gostota merilnega sˇuma
V / Jakobijeva matrika merilnega sˇuma
v m/s hitrost v smeri y
va m/s
2 sˇum pospesˇkomera
vg
◦/s sˇum zˇiroskopa
vgps m sˇum gps sprejemnika
vmag T sˇum magnetometra
vn / sˇum meritev
Wn dB/Hz spektralna mocˇnostna gostota procesnega sˇuma
W / Jakobijeva matrika procesnega sˇuma
w m/s hitrost v smeri z
wn / procesni sˇum
X N sila v smeri osi x
Xu Ns/m odvod sile v smeri osi x po hitrosti u
Xw Ns/m odvod sile v smeri osi x po hitrosti w
Xδe N/rad odvod sile v smeri osi x po odklonu viˇsinskega krmila δe
Xδt N/rad odvod sile v smeri osi x po delezˇu vrtljajev propelerja δt
x m os lokalnega koordinatnega sistema
x / vektor spremenljivk stanja
xˆ / vektor ocen spremenljivk stanja
xˆ− / napoved vektorja ocen spremenljivk stanja
x˜ / aproksimacija vektorja spremenljivk stanja
xE m os Zemljinega koordinatnega sistema
Y N sila v smeri osi x
Yp Ns/rad odvod sile v smeri osi y po kotni hitrosti p
Yr Ns/rad odvod sile v smeri osi y po kotni hitrosti r
Yv Ns/m odvod sile v smeri osi y po hitrosti v
Yδr N/rad odvod sile v smeri osi y po odklonu smernega krmila δr
y m os lokalnega koordinatnega sistema
yˆ m ocena polozˇaja v smeri osi y
yE m os Zemljinega koordinatnega sistema
Z N sila v smeri osi x
Zq Ns/rad odvod sile v smeri osi z po kotni hitrosti q
Zu Ns/m odvod sile v smeri osi z po hitrosti u
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Zw Ns/m odvod sile v smeri osi z po hitrosti w
Zw˙ Ns
2/m odvod sile v smeri osi z po hitrosti u
Zδe N/rad odvod sile v smeri osi z po odklonu viˇsinskega krmila δe
Zδt N/rad odvod sile v smeri osi z po delezˇu vrtljajev propelerja δt
z m os lokalnega koordinatnega sistema
zˆ m ocena polozˇaja v smeri osi z
z˜ / aproksimacija vektorja meritev
z / vektor meritev
zE m os Zemljinega koordinatnega sistema
zs / nicˇla sistema
α rad vpadni kot
β rad kot bocˇnega drsenja
∆ / sprememba
δa rad odklon krilc
δe rad odklon viˇsinskega krmila
δr rad odklon smernega krmila
δt / delezˇ vrtljajev propelerja
η rad kot pri L1 vodenju
η2 rad kot pri L1 vodenju
ηp / izkoristek propelerja
θ rad kot naklona letala
θˆ rad ocena kota naklona
θi rad·s integral kota naklona
κ / razmerje med specificˇnima toplotama
λ / lastna vrednost
λk / vitkost krila
ρ kg/m3 gostota zraka
σa m/s
2 standardna deviacija sˇuma pospesˇkomera
σgps m standardna deviacija sˇuma GPS sprejemnika
σp Pa standardna deviacija sˇuma tlacˇnega zaznavala
σu / turbulentna intenzivnost za hitrost vetra v smeri x
σv / turbulentna intenzivnost za hitrost vetra v smeri y
σw / turbulentna intenzivnost za hitrost vetra v smeri z
σΦ,B T standardna deviacija sˇuma magnetometra
σω
◦/s standardna deviacija sˇuma zˇiroskopa
τ / (brezdimenzijski) cˇas
τem s cˇasovna konstanta elektromotorja
Φ dB/Hz Spektralna mocˇnostna gostota
ΦB T magnetni pretok
φ rad kot nagiba letala
φˆ rad ocena kota nagiba
φi rad·s integral kota nagiba
φs rad zasuk servomotorja
ψ rad smer leta letala
Ω m−1 prostorska frekvenca turbulence
ωs
◦/s kotna hitrost servomotorja
xxvi
ω rad/s vektor kotnih hitrosti
ωG rad/s/g obcˇutljivost zˇiroskopa na linearne pospesˇke
Indeksi
0 zacˇetni
dej dejanski
g hitrosti/kotne hitrosti vetra
i tekocˇi indeks
j tekocˇi indeks
k v koraku k
k-1 v koraku k-1
k+1 v koraku k+1
m izmerjeni
max najvecˇji
premik premik nicˇliˇscˇa
ref referencˇni
x v smeri x
y v smeri y
z v smeri z
xxvii
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Seznam uporabljenih okrajˇsav
Okrajˇsava Pomen
AVL panelna metoda teorije potencialnega toka (ang. Athena Vortex Lat-
tice)
C/A kodna GPS opazovanja (ang. Coarse Acquisition)
CFD racˇunalniˇska dinamika fluidov (ang. Computational Fluid Dynamics)
EKF razsˇirjen Kalmanov filter (ang. Extended Kalman Filter)
GPS sistem za satelitsko navigacijo (ang. Global Positioning System)
KF Kalmanov filter
KS koordinatni sistem
LQR linearni regulator stanj (ang. Linear Quadratic Regulator)
LQG LQR s Kalmanovim filtrom (ang. Linear Quadratic Gaussian)
MEMS mikroelektromehanski sistem (ang. Microelectromechanical System)
MIMO sistem z vecˇ vhodi in vecˇ izhodi (ang. Multiple Input Multiple Output)
MPC modelno prediktivno krmiljenje (ang. Model Predictive Control)
PID proporcionalno integracijski diferencirni krmilnik (ang. Proportional
Integral Derivative)
PD proporcionalni diferencirni krmilnik (ang. Proportional Derivative)
RTK realno cˇasovna kinematicˇna metoda GPS izmere (ang. Real Time
Kinematics)
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1. Uvod
1.1. Ozadje problema
V letalstvu je bila zˇe od samega zacˇetka prisotna tezˇava stalne potrebne pozornosti
pilota, da se bori z gibanjem zraka v atmosferi ter usmerja letalo tja, kamor zˇeli. Z
razvojem potniˇskega prometa so se zacˇeli dolgotrajni poleti, kjer je postalo jasno, da
letenje pod stalnim nadzorom pilota, zaradi njegove izcˇrpanosti, dolgorocˇno predstavlja
preveliko tveganje. Kmalu so se zato zacˇele pojavljati naprave za lajˇsanje pilotovega
dela. Sprva kot sistemi za povecˇevanje stabilnosti, s cˇasom pa je razvoj vodil v mo-
derne avtopilotne sisteme, ki so zmozˇni popolnoma avtonomnega letenja. Dodaten,
modernejˇsi razlog za potrebo po krmiljenju sledi iz tezˇnje po optimizaciji procesa sno-
vanja letal, ki je neizogibno kompromis med nasprotujocˇimi si zahtevami. Navadno si
zˇelimo dobre aerodinamicˇne lastnosti (razmerje med vzgonom in uporom) in majhno
maso. To bi pomenilo, da npr. repnih povrsˇin najraje sploh ne bi imeli, saj povzrocˇajo
zracˇni upor in predstavljajo dodatno maso. Po drugi strani pa moramo zagotoviti, da
bo letalo sploh zmozˇno leteti, kar pomeni, da mora biti njegovo gibanje v splosˇnem
stabilno. Iz tega vidika bi si zˇeleli velike stabilizacijske (repne) povrsˇine. Kompromis
so povrsˇine, katerih velikost zadostuje za varen let z vidika stabilnosti, definiran s stan-
dardi ali z uporabniˇskimi zahtevami, ne zadostuje pa zadovoljivemu dusˇenju zunanjih
motenj, npr. zaradi turbulence. V modernem cˇasu pa se tudi vedno vecˇ uporablja
mozˇnost avtomatskega pristanka, saj je zaradi kolicˇine letalskega prometa zazˇeleno, da
lahko letala pristajajo tudi v megli z nizko vidljivostjo. V primeru brezpilotnih letal pa
drugacˇe ne gre. Uporaba avtopilota je dandanes torej nepogresˇljiv sestavni del vecˇine
letal.
Na trgu obstaja mnogo samostojnih avtopilotnih sistemov. Od cenejˇsih, modelarskih,
kot sta npr. 3DR Pixhawk PX4 ali DJI Naza, prvi od katerih je celo odprtokoden, preko
takih, namenjenih splosˇnemu letalstvu, kot je Garmin GFC-700, do profesionalnih, ki
so namensko razviti za posamezno letalo ali druzˇino letal in se uporabljajo v potniˇskih
ali vojasˇkih letalih. Prvi izmed nasˇtetih so sicer enostavno dostopni, a zaradi svoje
univerzalnosti in enostavnosti ne izkoriˇscˇajo vseh naprednih orodij teorije krmiljenja
in tako niso med zmogljivejˇsimi. Ostali nasˇteti so sicer lahko tudi najbolj napredni od
vseh na trgu, vendar so tudi najdrazˇji in najmanj fleksibilni, ali pa celo niso naprodaj
locˇeno od letala. Manjka torej avtopilotni sistem, ki bi bil zmozˇen pristankov z visoko
natancˇnostjo in bi hkrati deloval na cenovno ugodni strojni opremi.
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1.2. Cilji naloge
V delu bomo najprej razvili potrebne teoreticˇne osnove, ki bodo zajemale matematicˇna
orodja za obravnavo gibanja letala kot masne tocˇke in dele teorije krmiljenja, potrebne
za sintezo in analizo krmilnega zakona, okrog katerega bo zgrajen krmilni algoritem.
V drugem delu bodo predstavljene metode, s katerimi smo priˇsli do zadanih ciljev.
Opisali bomo zasnovano nelinearno simulacijo algoritma in letala v povratni zanki, skozi
katero bomo preizkusˇali razvit algoritem. Prikazali bomo vse uposˇtevane dejavnike, za
katere menimo, da so kljucˇni pri snovanju krmilnega algoritma. Mednje spadajo realne
karakteristike zaznaval ter aktuatorjev in nelinearna dinamika letala. V zadnjem delu se
bomo osredotocˇili na rezultate simulacije. Najprej bomo prikazali delovanje algoritma,
nato vpliv merilnega sˇuma na dosegljivo natancˇnost vodenja, nazadnje pa sˇe vlogo
Kalmanovega filtra.
Cilj naloge je razviti krmilni algoritem, ki bo zmozˇen letenja po dolocˇeni poti v pro-
storu in pristanka na izbrano tocˇko. Pri tem se bo opiral na vrsto zaznaval, kot so
pospesˇkomer, zˇiroskop, magnetometer, Pitot-Prandtlova cev in sprejemnik za satelit-
sko navigacijo. Za izboljˇsanje delovanja bo uporabljal sˇe Kalmanov filter.
2
2. Teoreticˇne osnove
Potrebne teoreticˇne osnove za problem snovanja krmilnih sistemov zajemajo elemente
teorije krmiljenja in teorije dinamike leta letal.
2.1. Snovanje krmilnega sistema
V splosˇnem lahko postopek snovanja krmilnega sistema strnemo v sledecˇih korakih:
1. Sˇtudija sistema, ki ga imamo namen krmiliti in dolocˇitev ciljev krmiljenja
2. Modeliranje in poenostavitev sistema
3. Dolocˇitev spremenljivk, ki jih zˇelimo krmiliti
4. Dolocˇitev zaznaval in aktuatorjev, ki jih bomo uporabili
5. Izbira vrste krmilnika
6. Specifikacija zahtevanih zmogljivosti krmilnika
7. Sinteza krmilnika
8. Analiza zaprtozancˇnega sistema
9. Simulacija zaprtozancˇnega sistema
10. Implementacija krmilnika z izbrano strojno in programsko opremo
11. Preizkusˇanje, validacija in nastavitev krmilnih parametrov med obratovanjem
krmilnika
Odgovori na korake 1., 3. in 4. sledijo v vecˇji meri iz izkusˇenj, pridobljenih tekom
vecˇ kot stoletne zgodovine letalstva. Kot smo zˇe v uvodu na kratko pojasnili, je cilj
krmiljenja ta, da omogocˇi letalu opravljanje konkretnih nalog, kar pomeni stabilen let
po zacˇrtani poti z dolocˇenimi parametri leta. Ti predstavljajo nasˇe krmiljene spremen-
ljivke, ki so, natancˇneje, hitrost, kotna hitrost ter polozˇaj in orientacija v prostoru.
Zaznavala, s katerimi ugotavljamo njihove trenutne vrednosti, so npr. pospesˇkomer,
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zˇiroskop, magnetometer, barometer, Pitot-Prandtlova cev, sistem za satelitsko navi-
gacijo, itd. Aktuatorji, s katerimi vplivamo na krmiljene parametre, pa so praviloma
vrtljaji motorja ter odkloni krilc, viˇsinskega in smernega krmila. V pricˇujocˇi nalogi se
bomo osredotocˇili konkretneje na tocˇke 2., 8. in 9., tocˇki 5. in 7. pa sledita posredno.
2.2. Mehanika leta letala
Osnova za simulacijo ter analizo gibanja letala in kasnejˇso sintezo krmilnika je mate-
maticˇni model obravnavanega sistema. V splosˇnem je letalo zapleten dinamicˇni sistem.
Je skupek vecˇ medsebojno povezanih teles, ki se lahko drug glede na drugega gibljejo
tako togo kot elasticˇno, aerodinamicˇne sile, ki delujejo nanj, pa so komplicirane funkcije
njegove oblike in gibanja. Po drugi strani pa v praksi vecˇinoma stremimo k temu, da le-
talo leti v stacionarnih pogojih, t.j. enakomerno vzpenjanje oz. spusˇcˇanje ter krozˇenje
ali prem let na konstantni viˇsini, zato lahko nelinearne enacˇbe lineariziramo okrog dane
obratovalne tocˇke. Izkazˇe se, da dobljeni linearni model zadostuje za analizo stabil-
nosti leta, sintezo krmilnika ter analizo zmogljivosti in robustnosti zaprto-zancˇnega
sistema [1].
2.2.1. Nelinearne gibalne enacˇbe
Letalo obravnavamo kot togo telo s sˇestimi prostostnimi stopnjami, ki se prosto giblje
v atmosferi pod vplivom aerodinamicˇnih in potisnih sil ter gravitacije. Najprej defini-
rajmo koordinatne sisteme (v nadaljevanju KS), v katerih bomo opisali gibanje letala.
Locˇili bomo med lokalnim in inercialnim, glede na katerega bomo definirali hitrosti in
pospesˇke. Zemljo obravnavamo kot plosˇcˇato in mirujocˇo v inercialnem KS. KS letala
je prikazan na sliki 2.1. Inercialni KS oznacˇuje indeks E in ima osi (xE, yE, zE), lokalni
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Slika 2.1: Definicija koordinatnih sistemov, hitrosti, kotnih hitrosti, sil in
momentov [2].
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KS letala pa ima osi (x, y, z). Hitrost in kotna hitrost letala sta v njegovem KS podani
z
Vl =
⎛⎝uv
w
⎞⎠ in ω =
⎛⎝pq
r
⎞⎠ (2.1)
Gibalne enacˇbe bomo izpeljali z LaGrangevo metodo [3], ki temelji na funkciji L,
definirani kot razlika med kineticˇno in potencialno energijo
L = EK − EP . (2.2)
Zgornjo enacˇbo parcialno odvajamo in vstavimo v LaGrangevo enacˇbo druge vrste
d
dt
∂L
∂q˙i
− ∂L
∂qi
= Qi, (2.3)
kjer je Qi vektor posplosˇenih sil, h katerim se bomo vrnili kasneje, qi pa je vektor
posplosˇenih koordinat, ki so za primer letala
qi =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x
y
z
φ
θ
ψ
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ in q˙i =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u
v
w
p
q
r
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.4)
φ, θ in ψ so Eulerjevi koti, ki predstavljajo zasuk letala glede na Zmeljin KS. Kineticˇna
energija letala je vsota translatorne in rotacijske kineticˇne energije
EK =
1
2
mV2l +
1
2
Iijω
2, (2.5)
potencialna pa
EP = mgzE, (2.6)
kjer sta m masa letala, g pa tezˇnostni pospesˇek. Potencialna energija je definirana
glede na referenco v Zemljinem KS, zato moramo koordinato zE najprej s pomocˇjo
Eulerjevih kotov ψ, θ in φ pretvoriti v lokalni KS. V splosˇnem je rotacijska matrika za
transformacijo vektorja v novo ortonormirano bazo enaka
REB =
⎛⎝ cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θcosψ sinφ sin θ − sinψ cosφ sinψ sinφ sin θ − cosφ cosψ sinφ cos θ
cosψ cosφ sin θ + sinφ sinψ sinψ cosφ sin θ − sinφ cosψ cosφ cos θ
⎞⎠ ,
(2.7)
za katero je vrstni red rotacij prikazan na sliki 2.2. V matriki (2.7) je samo zadnji
stolpec razlicˇen od nicˇ, saj ima tezˇnostni pospesˇek komponento samo v smeri zE. Ro-
tacijska matrika se tako poenostavi na⎛⎝gxgy
gz
⎞⎠ = REB
⎛⎝00
g
⎞⎠ = g
⎛⎝ − sin θsinφ cos θ
cosφ cos θ
⎞⎠ . (2.8)
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Slika 2.2: Eulerjevi koti - zaporedje zyx [2].
Potencialna energija, zapisana v KS letala, je torej enaka
EP = mg(−zB)
⎛⎝ sin θ− sinφ cos θ
− cosφ cos θ
⎞⎠ = mg
⎛⎝ x sin θ−y sinφ cos θ
−z cosφ cos θ
⎞⎠ (2.9)
in sedaj lahko zapiˇsemo LaGrangevo funkcijo L
L = 1
2
mV2l +
1
2
Iijω
2 −mg
⎛⎝ x sin θ−y sinφ cos θ
−z cosφ cos θ
⎞⎠ . (2.10)
Parcialni odvod zgornje velicˇine po qi je
∂L
∂qi
= mg
⎛⎝ − sin θsinφ cos θ
cosφ cos θ
⎞⎠ , (2.11)
odvod L po q˙i pa razdelimo na odvod po Vl in po ω, saj je tako locˇitev na translatorne
in momentne enacˇbe nazornejˇsa. Oboje moramo odvajati sˇe po cˇasu, po cˇemer dobimo
d
dt
∂L
∂Vl
= m
⎛⎝u˙+ qw − rvv˙ + ru− pw
w˙ + pv − qu
⎞⎠ (2.12)
in
d
dt
∂L
∂ω
=
⎛⎝Ixp˙− Iyz(q2 − r2)− Izx(r˙ + pq)− Ixy(q˙ + rp)− (Iy − Iz)qrIy q˙ − Izx(r2 − p2)− Ixy(p˙+ qr)− Iyz(r˙ + pq)− (Iz − Ix)rp
Iz r˙ − Ixy(p2 − q2)− Iyz(q˙ + rp)− Izx(p˙+ qr)− (Ix − Iy)pq
⎞⎠ , (2.13)
kjer dodatni cˇleni desne strani izhajajo iz dejstva, da smo po cˇasu odvajali vektorsko
kolicˇino. Ostanejo sˇe posplosˇene sile Qi, ki so enake aerodinamicˇnim in potisnim silam
in momentom
Qi = [X, Y, Z, L,M,N ]
T . (2.14)
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Enacˇbe 2.11, 2.12, 2.13 in 2.14 vstavimo v enacˇbo 2.3, preuredimo in dobimo sistem
nelinearnih gibalnih enacˇb letala v sˇestih prostostnih stopnjah:
X −mg sin θ = m(u˙+ qw − rv)
Y +mg sinφ cos θ = m(v˙ + ru− pw)
Z +mg cosφ cos θ = m(w˙ + pv − qu)
L = Ixp˙− Iyz(q2 − r2)− Izx(r˙ + pq)− Ixy(q˙ + rp)− (Iy − Iz)qr
M = Iy q˙ − Izx(r2 − p2)− Ixy(p˙+ qr)− Iyz(r˙ + pq)− (Iz − Ix)rp
N = Iz r˙ − Ixy(p2 − q2)− Iyz(q˙ + rp)− Izx(p˙+ qr)− (Ix − Iy)pq
(2.15)
Zgornje enacˇbe veljajo za telo splosˇne oblike. Na tem mestu uvedemo predpostavko, da
je letalo simetricˇno glede na ravnino, dolocˇeno z lokalnima x in z osema, kar pomeni, da
je deviacijski masni vztrajnostni moment Ixy enak nicˇ, Iyz pa je zanemarljivo majhen
[1]. Iz tega sledi poenostavitev zadnjih treh (momentnih) enacˇb zgornjega sistema na
L = Ixp˙− Izx(r˙ + pq)− (Iy − Iz)qr
M = Iy q˙ − Izx(r2 − p2)− (Iz − Ix)rp
N = Iz r˙ − Izx(p˙+ qr)− (Ix − Iy)pq
(2.16)
2.2.2. Linearizacija gibalnih enacˇb
Sistem enacˇb izpeljan v prejˇsnjem podpoglavju je nelinearen, enacˇbe pa so vezane in
imajo kot take omejeno uporabnost za analizo gibanja letala ter sintezo krmilnika, saj
jih je v splosˇnem mocˇ resˇevati le numericˇno. V praksi pa se izkazˇe, da linearizirane
enacˇbe dajejo zadosti tocˇne rezultate za potrebe analize in sinteze krmilnika. Razlog
za to je dejstvo, da so v okolici najpogostejˇsih ravnovesnih stanj leta aerodinamicˇne
sile dokaj linearne, poleg tega pa pri letenju v takih pogojih translatorne in kotne
hitrosti odstopajo od ravnovesnih relativno malo, velikim odstopanjem pa se praviloma
zˇelimo izogniti. Tak pristop torej ni ustrezen za pogoje, kjer imamo vecˇja podrocˇja
separacije toka na krilih (prevlecˇen let, vrij), saj so takrat aerodinamicˇne sile nelinearne
in nestacionarne in jih linearna analiza ni zmozˇna opisati. Najvecˇjo poenostavitev
dobimo, cˇe si za ravnovesno stanje izberemo prem in enakomeren let in uporabimo
stabilnostne osi. V tem primeru lahko perturbirane neodvisne spremenljivke zapiˇsemo
kot
u = u0 + u(t) p = p(t)
v = v(t) q = q(t)
w = w(t) r = r(t)
θ = θ0 + θ(t) φ = φ(t)
(2.17)
kjer indeks 0 oznacˇuje vrednost v ravnovesnem stanju. Enacˇbe, ki veljajo za ravnovesno
stanje, so potem
X0 −mg0 sin θ0 = 0
Z0 +mg0 cos θ0 = 0
M0 = L0 = Y0 = N0 = 0
(2.18)
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Nelinearne enacˇbe (2.15) z uposˇtevanjem perturbacij (2.17) pa so
X0 +∆X −mg0 sin(θ0 + θ) = m(u˙+ qw − rv)
Y0 +∆Y −mg0 cos(θ0 + θ) sinφ = m(v˙ + r(u0 + u)− pw)
Z0 +∆Z −mg0 cos(θ0 + θ) cosφ = m(w˙ + pv − q(u0 + u))
∆L = Ixp˙− Izx(r˙ + pq)− (Iy − Iz)qr
∆M = Iy q˙ − Izx(r2 − p2)− (Iz − Ix)rp
∆N = Iz r˙ − Izx(p˙+ qr)− (Ix − Iy)pq,
(2.19)
kjer ∆ oznacˇuje perturbacije sil in momentov. Ko enacˇbe (2.19) uredimo, uporabimo
aproksimacijo majhnih kotov, od njih odsˇtejemo enacˇbe ravnovesnega stanja (2.18) in
zanemarimo kvadratne cˇlene, dobimo
∆X −mg0 cos(θ0)θ = mu˙
∆Y +mg0 cos(θ0)φ = m(v˙ + u0r)
∆Z −mg0 sin(θ0)θ = m(w˙ − u0q)
∆L = Ixp˙− Ixz r˙
∆M = Iy q˙
∆N = Iz r˙ − Ixzp˙
(2.20)
Ostane nam sˇe opis sil in momentov. Povedali smo, da jih lahko zadosti dobro apro-
ksimiramo z linearnimi odvisnostmi, zato jih zapiˇsemo kot
∆X =
∂X
∂u
u+
∂X
∂w
w +
∂X
∂δe
δe +
∂X
∂δt
δt
∆Y =
∂Y
∂v
v +
∂Y
∂p
p+
∂Y
∂r
r +
∂Y
∂δr
δr
∆Z =
∂Z
∂u
u+
∂Z
∂w
w +
∂Z
∂w˙
w˙ +
∂Z
∂q
q +
∂Z
∂δe
δe +
∂Z
∂δt
δt
∆L =
∂L
∂v
v +
∂L
∂p
p+
∂L
∂r
r +
∂L
∂δr
δr +
∂L
∂δa
δa
∆M =
∂M
∂u
u+
∂M
∂w
w +
∂M
∂w˙
w˙ +
∂M
∂q
q +
∂M
∂δe
δe +
∂M
∂δt
δt
∆N =
∂N
∂v
v +
∂N
∂p
p+
∂N
∂r
r +
∂N
∂δr
δr +
∂N
∂δa
δa
(2.21)
kjer δt, δa, δe in δr predstavljajo nastavitev plina oz. odklone krmilnih povrsˇin le-
tala. Vidimo, da smo v zgornji enacˇbi pri posameznih silah oz. momentih uposˇtevali
odvisnost le od nekaterih neodvisnih spremenljivk. Natancˇneje, sile oz. momenti, ki
povzrocˇajo t.i. vzdolzˇno gibanje letala (v simetrijski ravnini x−z), so odvisni samo od
komponent hitrosti, kotnih hitrosti in krmilnih spremenljivk v tej ravnini (u, w, w˙ q, δt
in δe), tisti, ki pa povzrocˇajo t.i. precˇno gibanje letala, pa so odvisni od spremenljivk,
ki predstavljajo gibanje izven simetrijske ravnine (v, p, r, δa in δr). Taksˇno izbiro
upravicˇimo s predpostavko o simetriji letala, saj pri takem letalu sprememba npr. vpa-
dnega kota ne more povzrocˇiti bocˇne sile. V splosˇnem so sile aproksimirane z razvojem
v Taylorjevo vrsto z neskoncˇno cˇleni, kjer odvisnost od viˇsjih odvodov predstavlja ne-
stacionarne ucˇinke. V nasˇi aproksimaciji (2.21) smo obdrzˇali le w˙, ki je sorazmeren s
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hitrostjo spremembe vpadnega kota in zajame vpliv nezmozˇnosti vzgona, da se ustvari
v neskoncˇno kratkem cˇasu ob skocˇni spremembi vpadnega kota. Sedaj definirajmo t.i.
stabilnostne odvode, ki so parcialni odvodi sil in momentov, ki nastopajo v enacˇbi
(2.21), normirani z maso, oz. ustreznim masnim vztrajnostnim momentom. Tako npr.
Xu ≡ 1
m
∂X
∂u
(2.22)
predstavlja spremembo sile v smeri osi x, ko se spremeni hitrost u. Analogno definiramo
tudi vse ostale stabilnostne odvode. Te definicije vstavimo v enacˇbe (2.21), dobljene
enacˇbe pa nato v enacˇbe (2.20). Tako dobimo koncˇno obliko lineariziranih enacˇb za
majhne motnje:
u˙−Xuu+ g0 cos(θ0) θ −Xww = Xδeδe +Xδtδt
v˙ − Yvv − Ypp+ (u0 − Yr ) r − g0 cos(θ0) φ = Yδrδr
−Zuu+ (1− Zw˙)w˙ − Zww − (u0 + Zq ) q + g0 sin(θ0) θ = Zδeδe + Zδtδt
−Lvv + p˙− Lpp− Ixz
Ix
r˙ − Lrr = Lδrδr + Lδaδa
−Muu−Mw˙w˙ −Mww + q˙ −Mqq =Mδeδe +Mδtδt
−Nvv − Ixz
Iz
p˙−Npp+ r˙ −Nrr = Nδrδr +Nδaδa
(2.23)
V tej obliki imajo stabilnostni odvodi omejeno korist, saj moramo sˇe vedno poznati
funkcijske odvisnosti sil in momentov za konkretno letalo, cˇe zˇelimo ovrednotiti gibalne
enacˇbe. Tega problema se resˇimo, cˇe sile in momente izrazimo v brezdimenzijski obliki.
To nam omogocˇa, da npr. v vetrovniku na pomanjˇsanem modelu ali s katero od
numericˇnih metod izmerimo oz. izracˇunamo brezdimenzijske koeficiente, ki veljajo tudi
za pravo letalo, cˇe smo pri meritvah oz. izracˇunih zagotovili enakost Reynoldsovega in
Machovega sˇtevila. Stabilnostni odvodi so z brezdimenzijskimi koeficienti torej izrazˇeni
kot
Xu ≡ 1
m
∂X
∂u
=
1
m
∂
∂u
(QSCx) =
QS
mu0
(2Cx0 + Cxu ) , (2.24)
kjer je
Cxu ≡
∂Cx
∂(u/u0)
(2.25)
odvod brezdimenzijskega koeficienta sile v smeri X po brezdimenzijski hitrosti u/u0,
Cx0 je koeficient X sile v ravnovesnem stanju, S je povrsˇina krila letala, Q =
1
2
ρV 2 pa
dinamicˇni tlak. Na enak nacˇin dobimo tudi vse ostale stabilnostne in krmilne odvode,
ki so zbrani v preglednicah 2.1 in 2.2 in so locˇeni na odvode, ki veljajo za vzdolzˇno
gibanje in na te, ki veljajo za precˇno gibanje. Dolocˇene odvode lahko enacˇimo z nicˇ,
saj imajo zanemarljiv vpliv na dinamiko letala. Sistem enacˇb (2.23) lahko zapiˇsemo
v matricˇni obliki kot sistem v prostoru stanj [2]
x˙ = Ax+Bu. (2.26)
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Preglednica 2.1: Vzdolzˇni stabilnostni in krmilni odvodi [2].
Spremenljivka X Z M
u Xu =
QS
mu0
[2Cx0 + Cxu ] Zu =
QS
mu0
[2Cz0 + Czu ] Mu =
QSc¯
Iyu0
Cmu
w Xw =
QS
mu0
Cxα Zw =
QS
mu0
Czα Mw =
QSc¯
Iyu0
Cmα
w˙ Xw˙ = 0 Zw˙ =
QSc¯
2mu20
Czα˙ Mw˙ =
QSc¯2
2Iyu20
Cmα˙
q Xq = 0 Zq =
QSc¯
2mu0
Czq Mq =
QSc¯2
2Iyu0
Cmq
δt Xδt =
QS
m
Cxδt Zδt =
QS
m
Czδt Mδt =
QSc¯
Iy
Cmδt
δe Xδe =
QS
m
Cxδe Zδe =
QS
m
Czδe Mδe =
QSc¯
Iy
Cmδe
Preglednica 2.2: Precˇni stabilnostni in krmilni odvodi [2].
Spremenljivka Y L N
v Yv =
QS
mu0
Cyβ Lv =
QSb
Ixu0
Clβ Nv =
QSb
Izu0
Cnβ
p Yp =
QSb
2mu0
Cyp Lp =
QSb2
2Ixu0
Clp Np =
QSb2
2Izu0
Cnp
r Yr =
QSb
2mu0
Cyr Lr =
QSb2
2Ixu0
Clr Nr =
QSb2
2Izu0
Cnr
δa Yδa =
QS
m
Cyδa Lδa =
QSb
Ix
Clδa Nδa =
QSb
Iz
Cnδa
δr Yδr =
QS
m
Cyδr Lδr =
QSb
Ix
Clδr Nδr =
QSb
Iz
Cnδr
Matriki A in B sta
A =
(
A11 0
0 A22
)
, (2.27)
B =
(
B11 0
0 B22
)
, (2.28)
z nenicˇelnimi elementi enakimi
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A11 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Xu Xw 0 −g0 cos θ0
Zu
1−Zw˙
Zw
1−Zw˙
u0+Zq
1−Zw˙
−g0 sin θ0
1−Zw˙
Mu +
Mw˙Zu
1−Zw˙ Mw +
Mw˙Zw
1−Zw˙ Mq +
(u0+Zq)Mw˙
1−Zw˙
−Mw˙g0 sin θ0
1−Zw˙
0 0 1 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.29)
B11 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Xδt Xδe
Zδt
1−Zw˙
Zδe
1−Zw˙
Mδt +
Mw˙Zδt
1−Zw˙ Mδe +
Mw˙Zδe
1−Zw˙
0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2.30)
ter
A22 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Yv Yp Yr − u0 g0 cos θ0
Lv+ixNv
1−ixiz
Lp+ixNp
1−ixiz
Lr+ixNr
1−ixiz 0
0 1 0 0
Nv+izLv
1−ixiz
Np+izLp
1−ixiz
Nr+izLr
1−ixiz 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.31)
B22 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Yδr 0
Lδr+ixNδr
1−ixiz
Lδa+ixNδa
1−ixiz
0 0
Nδr+izLδr
1−ixiz
Nδa+izLδa
1−ixiz
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.32)
kjer sta
ix ≡ Ixz
Ix
, iz ≡ Ixz
Iz
, (2.33)
x in u pa sta vektorja spremenljivk stanj in krmilnih spremenljivk
x = [u,w, q, θ, v, p, r, φ]T (2.34)
in
u = [δt, δa, δe, δr]
T . (2.35)
2.3. Sinteza krmilnika
Pri sintezi krmilnika je bistveno to, da pridemo do taksˇnega, s katerim bo koncˇni za-
prtozancˇni sistem izpolnjeval zahteve glede stabilnosti in zmogljivosti. Obstaja vecˇ
nacˇinov, kako priti do ustreznega krmilnika. Morda najbolj razsˇirjen PID krmilnik je
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najlazˇje implementirati, saj ne zahteva nobenih informacij o sistemu, ki ga zˇelimo krmi-
liti, kar je njegova poglavitna prednost pred ostalimi vrstami krmilnikov. Nastavljanje
njegovih parametrov in zagotavljanje zadovoljivih zmogljivosti se tako praviloma iz-
vaja v realnem cˇasu med delovanjem sistema, pravila za nastavljanje parametrov pa
so vecˇinoma hevristicˇne narave. Iz te univerzalnosti pa prav tako izhajajo njegove
pomanjkljivosti. Namrecˇ, krmilni parametri, ki izpolnjujejo zahteve glede zmogljivosti
krmilnika, niso nujno optimalni v smislu lastnosti odziva sistema na impulzno/skocˇno
ali harmonicˇno vzbujanje v cˇasovni oz. frekvencˇni domeni. To pomeni, da npr. hitro
odzivnost krmilnika ponavadi spremlja relativno visok prenihaj cˇez zˇeleno stanje ter
dolg cˇas ustalitve (nihanje okrog stacionarnega stanja), poleg tega pa nimamo nepo-
srednega nadzora nad obliko prenosne funkcije zaprtozancˇnega sistema, s katero lahko
nadzorujemo zmogljivost sledenja ukazov, zavracˇanje zunanjih motenj in robustnost
sistema ob negotovostih modela in sˇumu signalov. Nekatere od naprednejˇsih tehnik
sinteze krmilnikov, s katerimi lahko pridemo do boljˇsih rezultatov, lahko v grobem
razdelimo na tri pristope:
1. Oblikovanje prenosnih funkcij
Pri tem pristopu dolocˇimo magnitudo prenosne funkcije kot funkcijo frekvence in
nato najdemo krmilnik, ki da zˇeleno obliko. Prenosne funkcije, ki jih oblikujemo,
so navadno t.i. obcˇutljivostne funkcije, o katerih bomo vecˇ govorili kasneje. Sem
spadajo metode, ki temeljijo na minimizaciji H∞ norme, npr. Glover-McFarlane
metoda.
2. Pristop, ki temelji na signalih
Tukaj formuliramo problem v cˇasovni domeni in privzamemo, da so vhodni si-
gnali krmilnika (izhodni signali zaznaval) stohasticˇni z normalno porazdelitvijo.
Obravnavamo skocˇno spremembo referencˇnega signala in optimiziramo odziv z
minimizacijo pricˇakovane vrednosti variance izhodov sistema (druge norme). Tak
pristop je uporabljen pri t.i. LQG krmilniku.
3. Numericˇna optimizacija
Z numericˇno optimizacijo pogosto skusˇamo neposredno optimizirati cˇase dviga,
prenihaje, meje stabilnosti, itd. Pri tem pristopu je tocˇnost modela sˇe toliko bolj
kriticˇna, saj je od nje odvisna kvaliteta rezultata optimizacije. Glavna razlika
med signalnim pristopom in numericˇno optimizacijo je ta, da pri prvem opti-
miziramo odziv do cˇasa neskoncˇno, pri slednjem pa le do nekega koncˇnega cˇasa
(”horizonta”). Iz tega sledi, da lahko optimizacijo vrsˇimo med samim obratova-
njem krmilnika, cˇe pa jo zdruzˇimo z algoritmom za identifikacijo sistema, pa lahko
dosezˇemo sˇe robustnejˇse in zmogljivejˇse krmiljenje. Primer taksˇnega pristopa je
modelno prediktivno krmiljenje (MPC).
Kvaliteten model procesa je, vsaj v frekvencˇnem obmocˇju, kjer zˇelimo ucˇinkovito krmi-
ljenje, pri vseh kljucˇnega pomena. Kater od teh pristopov je najprimernejˇsi, je odvisno
od obravnavanega primera. Zmogljivost MPC krmilnika ima na drugi strani potrebo
po zmogljivem mikrokrmilniku in tezˇko analiticˇno predvidljivo povezavo med nastavi-
tvami krmilnika in lastnostmi odziva, posebno v primeru prisotnosti omejilnih funkcij.
Iz tega vidika je nacˇin s konkretnim oblikovanjem prenosnih funkcij primernejˇsi. Te
12
Teoreticˇne osnove
so namrecˇ neposredno povezane z lastnostmi odziva sistema in na ta nacˇin lahko vna-
prej dolocˇimo, kaksˇen naj le-ta bo. Problem je, da je za MIMO sisteme ob prisotnosti
zahteve po stabilnosti H∞ sinteza lahko tezˇavna in je smiselno kot izhodiˇscˇe uporabiti
krmilnik, za katerega je znano, da zagotavlja stabilnost [4]. Ta pogoj izpolnjuje LQG
krmilnik, zato ga bomo uporabili kot osnovo za nasˇ avtopilotni sistem.
2.3.1. LQG krmiljenje
LQG krmilnik spada v podrocˇje optimalnega krmiljenja. Problem vodenja letal in
raket je mozˇno dokaj enostavno formulirati kot optimizacijo trajektorije za nizˇjo porabo
energije, zato je v preteklosti igral pomembno vlogo pri npr. vodenju raket z minimalno
porabo goriva in je tudi razlog, da ga bomo uporabili v tem delu kot osnovo za nadaljnje
delo. Manj uspesˇen je bil v industrijskih problemih, kjer natancˇni modeli procesov
niso bili vedno na voljo in predpostavka o normalni porazdelitvi sˇuma signalov ni bila
vedno relevantna. Posledicˇno se je kot glavna pomanjkljivost LQG krmiljenja izkazalo
pomanjkanje robustnosti [4].
LQG krmiljenje predpostavlja, da je dinamika krmiljenega procesa znana in linearna
ter, da sta procesni sˇum wn in sˇum meritev vn nakljucˇna z znanimi statisticˇnimi
lastnostmi. Te predpostavke lahko strnemo v matematicˇnem modelu
x˙ = Ax+Bu+wn
y = Cx+Du+ vn,
(2.36)
kjer sta wn in vn nekorelirana Gaussova stohasticˇna procesa s konstantnima spektral-
nima mocˇnostnima gostotama Wn in Vn
E{wn(t)wn(τ)T} = Wnδ(t− τ)
E{vn(t)vn(τ)T} = Vnδ(t− τ)
E{wn(t)vn(τ)T} = 0
E{vn(t)wn(τ)T} = 0,
(2.37)
E oznacˇuje pricˇakovano vrednost, δ(t−τ) pa je Diracova delta funkcija. Problem LQG
je najti krmilni signal u(t), ki minimizira
J = E
{
lim
t→∞
1
t
∫ t
0
[xTQx+ uTRu]dt
}
, (2.38)
kjer sta Q in R konstantni utezˇni matriki, s katerima dolocˇamo kompromis med agre-
sivnostjo krmilnika in potrebno energijo aktuatorjev. Vecˇji kot so elementi matrike Q,
vecˇji bo prvi podintegralski cˇlen v enacˇbi 2.38, kot tudi sam J , zato bo po minimizaciji
J sintetiziran krmilnik agresivnejˇsi. Analogno velja za matriko R, le da bo rezultat
krmilnik, ki varcˇuje z aktuatorji. Resˇitev tega problema sestoji iz dveh korakov in je
poznana kot separacijski teorem. Prvi korak je dolocˇitev deterministicˇnega linearnega
regulatorja stanj (LQR), ki je enak LQG problemu 2.36 brez wn in vn, cˇigar krmilni
zakon je enak
u(t) = −Krx(t), (2.39)
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kjer je Kr konstantna matrika, neodvisna od W in V . Ta zakon predvideva, da imamo
dostop do vseh stanj x, kar pa ni vedno mogocˇe, saj je vcˇasih dolocˇene spremenljivke
nemogocˇe neposredno meriti, ali pa jih je bolj prakticˇno izpeljati iz drugih spremenljivk,
ki jih je enostavneje meriti. Zato je drugi korak dolocˇitev opazovalnika stanj x, npr.
Kalmanovega filtra, ki daje oceno stanj xˆ, neodvisno odQ inR. Resˇitev LQG problema
je potem krmilni zakon 2.39 z xˆ namesto x
u(t) = −Krxˆ(t). (2.40)
2.3.1.1. LQR
LQR problem je deterministicˇen problem zacˇetnih vrednosti [4]. Odgovori na vprasˇanje,
kaksˇen naj bo vhodni signal u(t), ki povzrocˇi, da stanja dosezˇejo vrednost x = 0 po
optimalni poti, cˇe imamo sistem
x˙ = Ax+Bu (2.41)
z zacˇetnimi pogoji x(0) razlicˇnimi od nicˇ? Cenilna funkcija, ki definira optimalnost, je
J =
∫ ∞
0
(x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t))dt. (2.42)
Optimalna resˇitev za kakrsˇnekoli zacˇetne vrednosti je
u(t) = −Krx(t), (2.43)
kjer je
Kr = R
−1BTS, (2.44)
S = ST ≥ 0 pa je enolicˇna pozitivno-semidefinitna resˇitev algebraicˇne Riccatijeve
enacˇbe [4]
ATS+ SA− SBR−1BTS+Q = 0. (2.45)
2.3.1.2. Kalmanov filter
Kalmanov filter je posebni primer Stratonovicˇ-Kalman-Bucy filtra. Je matematicˇni
algoritem, ki omogocˇa ocenjevanje stanj x ∈ Rn diskretnega procesa s stohasticˇno
diferencˇno enacˇbo na podlagi nepopolnih meritev z ∈ Rm z zaznavali, kjer je v signalu
prisoten sˇum. Ocenjena stanja so optimalna v smislu minimizacije kovariance razlik
med ocenjenimi in dejanskimi stanji. Cˇeprav obstaja razlicˇica tako v zvezni kot v
diskretni domeni, se v praksi uporablja slednja, saj je zaradi svoje rekurzivne narave
delovanja pisana na kozˇo digitalnim procesorjem. V vsakem cˇasovnem intervalu k
se izvede algoritem v dveh korakih. Prvi je napoved ocenjevanega stanja s pomocˇjo
znanega modela procesa, drugi pa popravek napovedi z uporabo meritev. V splosˇnem
lahko nelinearni proces opiˇsemo s funkcijo
xk = f(xk−1,uk,wn,k−1), (2.46)
14
Teoreticˇne osnove
meritve pa s
zk = h(xk,vn,k), (2.47)
kjer wn,k in vn,k predstavljata procesni in merilni sˇum s kovariancama Qn in Rn in
porazdelitvama verjetnosti
p(wn) ∼ N(0,Qn),
p(vn) ∼ N(0,Rn).
(2.48)
Funkciji f in h povezujeta stanja oz. meritve v cˇasovnem intervalu k s stanji v intervalu
k − 1. Zaradi stohasticˇne narave sˇuma vrednosti wn,k in vn,k v vsakem koraku niso
znane, zato enacˇbi 2.46 in 2.47 aproksimiramo z
x˜k = f(xˆk−1,uk, 0) (2.49)
in
z˜k = h(x˜k, 0), (2.50)
kjer je xˆk−1 ocena stanj v koraku k − 1. V primeru razsˇirjenega Kalmanovega filtra
(EKF) aproksimiramo nelinearne diferencˇne enacˇbe procesa in meritve s funkcijama
xk ≈ x˜k +A(xk−1 − xˆk−1) +Wwn,k−1 (2.51)
in
zk ≈ z˜k +H(xk − x˜k) +Vvn,k, (2.52)
kjer xk in zk oznacˇujeta dejanske vrednosti stanj in meritev, x˜k in z˜k sta njuni apro-
ksimaciji iz enacˇb 2.49 in 2.50, xˆk je ocena stanj v koraku k, A, H, W in V pa so
Jacobijeve matrike
Aij =
∂fi
∂xj
(xˆk−1,uk, 0), (2.53)
Hij =
∂hi
∂xj
(x˜k, 0), (2.54)
Wij =
∂fi
∂wn,j
(xˆk−1,uk, 0) (2.55)
in
Vij =
∂hi
∂vn,j
(x˜k, 0), (2.56)
ki so prav tako drugacˇne v vsakem cˇasovnem koraku k, vendar zaradi preglednosti to
ni nakazano v indeksu. V prvem koraku algoritem najprej izracˇuna napoved (a priori)
vrednosti stanj v k-tem intervalu s funkcijo
xˆ−k = f(xk−1,uk, 0), (2.57)
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kjer nadpisan minus oznacˇuje napovedane vrednosti za korak k. Nato izracˇuna pricˇako-
vano (a priori) kovarianco napak
P−k = AkPk−1A
T
k +WkQn,k−1W
T
k , (2.58)
ki v drugem koraku sluzˇi za izracˇun Kalmanovega ojacˇanja oz. izboljˇsave
Kk = P
−
kH
T
k (HkP
−
kH
T
k +VkRn,kV
T
k )
−1. (2.59)
Ta govori o stopnji zaupanja meritvam in dolocˇa, ali bo popravek napovedi stanj xˆk
xˆk = xˆ
−
k +Kk(zk − h(xˆ−k , 0)) (2.60)
dal vecˇjo utezˇ napovedim stanj xˆ−k ali meritvam zk. Nazadnje posodobi sˇe kovarianco
napak (a posteriori)
Pk = (I−KkHk)P−k , (2.61)
s cˇimer se zakljucˇi en cikel algoritma. Celotno delovanje lahko ponazorimo z diagramom
2.3.
Slika 2.3: Zanka EKF [5].
2.4. Analiza zaprtozancˇnega sistema
Bistvo analize zaprtozancˇnega sistema je ugotoviti njegovo obnasˇanje v dinamicˇnem
smislu. Postavita se dve glavni vprasˇanji. Ali je sistem stabilen, ter, kaksˇno zmogljivost
lahko z njim dosezˇemo?
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2.4.1. Stabilnost sistemov
Analiza stabilnosti ugotavlja obnasˇanje sistema po odmiku iz ravnovesne lege. Defi-
nicija stabilnosti je naslednja. Sistem je stabilen, cˇe vnos omejenih vhodnih signalov
na kateremkoli mestu v sistemu povzrocˇi omejene izhodne signale, merjene kjerkoli v
sistemu [4]. Stabilnost dinamicˇnih sistemov lahko izrazimo preko polov prenosne funk-
cije, ki so v splosˇnem kompleksna sˇtevila. Za sistem v frekvencˇni domeni s prenosno
funkcijo
G(s) = k
∏m
j=1(s− zs,j)∏n
i=1(s− ps,i)
, (2.62)
ki ima n nicˇel zs, so ti definirani kot vrednosti s = ps, kjer ima G(ps) singularnost.
Imenovalec zgornje enacˇbe imenujemo karakteristicˇni polinom, po enacˇenju z 0 pa
karakteristicˇna enacˇba. Vrednosti polov v teh tocˇkah so enake korenom karakteristicˇne
enacˇbe [4]
det(sI−A) = Πni=1(s− ps,i) = 0. (2.63)
Za sistem v prostoru stanj x˙ = Ax+Bu so lastne vrednosti matrike A λi(A) dolocˇene
s koreni karakteristicˇne enacˇbe
det(λI−A) = 0. (2.64)
Iz podobnosti zgornjih dveh enacˇb sledi, da so poli sistema v prostoru stanj enaki la-
stnim vrednostim matrikeA. V cˇasovni domeni lahko odziv taksˇnega sistema zapiˇsemo
kot vsoto cˇlenov, kjer v vsakem nastopa faktor eλi(A)t. V primeru, ko je Re{λi(A)} > 0,
je eλi(A)t neomejen, ko gre t→∞. Takrat recˇemo, da je sistem nestabilen. V primeru,
ko je Re{λi(A)} < 0, gre eλi(A)t → 0, ko gre t → ∞. Takrat recˇemo, da je sistem
stabilen. Pogoj za stabilnost je torej, da se vsi poli (lastne vrednosti) nahajajo v levi
polravnini, torej, da velja Re{λi(A)} < 0,∀i. Realni del polov je torej odgovoren za
eksponentno narasˇcˇanje ali padanje ovojnice odziva, kar je razvidno iz polov, lezˇecˇih
na realni osi na sliki 2.4, imaginarni del pa za frekvenco oscilacij odziva, kar vidimo pri
polih, ki lezˇijo na imaginarni osi.
Slika 2.4: Stabilnost v odvisnosti od polozˇaja polov prenosne funkcije [6].
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2.4.2. Zmogljivost
Pod zmogljivost zaprtozancˇnega sistema sˇtejemo lastnosti, kot so zmozˇnost slede-
nja zahtevanim vrednostim krmiljenih spremenljivk, odpornost na zunanje motnje na
vhodu in izhodu iz sistema, robustnost na negotovost matematicˇnega modela in kolicˇina
uporabe aktuatorjev. Za splosˇen sistem, prikazan na sliki 2.5, lahko definiramo nasle-
dnje enacˇbe
x =
P
1 + PC
d− PC
1 + PC
n+
PCF
1 + PC
r, (2.65)
y =
P
1 + PC
d+
1
1 + PC
n+
PCF
1 + PC
r, (2.66)
u =
PC
1 + PC
d− C
1 + PC
n+
CF
1 + PC
r, (2.67)
kjer so P , C in F prenosne funkcije, oznacˇene na sliki 2.5, d je vektor vhodnih motenj, n
je vektor izhodnih motenj, r pa vektor referencˇnih vrednosti. Vsaka prenosna funkcija,
ki nastopa v vsakem cˇlenu zgornjih enacˇb, pove, kako se spremenljivka na levi strani
enacˇbe (x, y in u) spreminja, cˇe se spremeni posamezna spremenljivka v cˇlenih desne
strani enacˇb (d, n in r). Npr. odzivu spremenljivke stanja x na sˇum n na izhodu vlada
prenosna funkcija PC/(1+PC), itd. V posebnem primeru, ko imamo v povratni zanki
le odstopanje dejanske od zahtevane vrednosti krmiljene spremenljivke, t.j. F = 1,
nam ostanejo sˇtiri neodvisne prenosne funkcije, in sicer
Gnx =
PC
1 + PC
- komplementarna obcˇutljivostna funkcija (2.68)
Gdx =
P
1 + PC
- obcˇutljivostna funkcija vhodnih motenj (2.69)
Gnu =
C
1 + PC
- obcˇutljivostna funkcija izhodnih motenj (2.70)
Gny =
1
1 + PC
- obcˇutljivostna funkcija (2.71)
S temi sˇtirimi prenosnimi funkcijami lahko dobimo popoln vpogled v obnasˇanje sistema
in jih bomo zato uporabili pri analizi natancˇnosti vodenja.
䘀 䌀 倀
Slika 2.5: Blokovna shema splosˇne povratne zanke [7].
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Kakrsˇenkoli sistem za vodenje letal, shematsko prikazan z blokovnim diagramom 3.1,
je praviloma sestavljen iz zaznaval, krmilnega algoritma in aktuatorjev. Prvi skrbijo
za zaznavanje velicˇin, ki nosijo neko relevantno informacijo. Algoritem na podlagi
teh merjenih velicˇin dolocˇi lego in usmeritev v prostoru ter ugotovi odstopanje od
zahtevanih in potrebne vrednosti aktuatorjev, da to odstopanje iznicˇi. Aktuatorji nato
izvrsˇijo ukaze algoritma.
Slika 3.1: Blokovna shema letala in avtopilotnega sistema v povratni zanki.
Kot osnovo za razvoj krmilnega algoritma smo uporabili linearni model letala ter ne-
linearno simulacijo dinamike letala, zaznaval in aktuatorjev. Linearni model je sluzˇil
za sintezo LQR krmilnika in osnovno analizo stabilnosti letala brez krmilnega sistema
v povratni zanki. Iz literature in prakticˇnih eksperimentov je znano, da je linearizi-
ran model zadosti dobra aproksimacija stacionarnega leta, da ni potrebno uposˇtevati
nelinearnih ucˇinkov, saj imajo ti pri letu z naravno stabilnim letalom v stacionarnih po-
gojih zanemarljiv vpliv in je uporaba linearnega modela upravicˇena [1]. Z avtopilotnim
sistemom pa je, po drugi strani, povezanih vecˇ nelinearnih dejavnikov s kljucˇnim vpli-
vom na stabilnost. Digitalna narava mikrokrmilnikov (digitalizacija/locˇljivost signalov,
perioda vzorcˇenja), omejeni hodi aktuatorjev (servomotorjev), zracˇnosti v mehanizmih
krmilnih povrsˇin ter nizko- in visokofrekvencˇni sˇum zaznaval so nekateri izmed glavnih.
Za uspesˇen razvoj algoritma je njihovo uposˇtevanje kljucˇnega pomena. Temu je bila
namenjena nelinearna simulacija.
3.1. Preizkusno letalo
Za preizkusno letalo, ki je sluzˇilo kot osnova za razvoj in preizkusˇanje algoritma, smo
izbrali radijsko voden model Bixler 3 proizvajalca H-King z razponom kril 1,54 m in
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vzletne mase 1,24 kg, ki je prikazan na sliki 3.2. Narejen je iz ekspandiranega polistirena
挀
戀
⠀愀⤀ ⠀戀⤀
氀
Slika 3.2: (a) H-King Bixler 3 [8], (b) Tloris z osnovnimi merami.
(stiropora), z ojacˇitvami kril in trupa iz ogljikovih vlaken. Voden je po naklonu, smeri,
nagibu in plinu s skupno 6 servomotorji ter motorjem mocˇi 200 W, ki poganja dvokraki
propeler premera 200 mm in hoda 100 mm. Za pristanke ima na voljo tudi zakrilca.
Glavne geometrijske in masne lastnosti so nasˇtete v preglednici 3.1. Razlog za izbiro
Preglednica 3.1: Osnovne lastnosti letala Bixler 3.
Razpon krila b 1,54 m
Povrsˇina krila S 0,28 m2
Tetiva krila v korenu c 0,19 m
Vitkost krila λk 8,47
Dolzˇina trupa l 1,04 m
Potovalna hitrost V 11 m/s
Vzletna masa m 1,24 kg
tega letala je ta, da je namenjeno modelarjem zacˇetnikom in izpolnjuje pogoj staticˇne
in dinamicˇne stabilnosti leta [9]. Kot tako je reprezentativno za veliko vecˇino letal s
cˇlovesˇko posadko in brezpilotnih letal, z izjemo nekaterih vojasˇkih in akrobatskih letal.
3.2. Linearni model letala Bixler 3
Za linearni model 2.26 iz poglavja 2.2.2. moramo poznati aerodinamicˇne in masne
lastnosti ter pogoje leta, okrog katerih lineariziramo.
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3.2.1. Aerodinamicˇne lastnosti
Pod aerodinamicˇne lastnosti spadajo sile in momenti kot funkcije hitrosti in kotnih
hitrosti, ki so v linearni domeni predstavljeni s koeficienti stabilnostnih in krmilnih
odvodov iz preglednic 2.1 in 2.2. Do njih lahko pridemo na vecˇ nacˇinov, ki se v gro-
bem locˇijo na eksperimentalne in teoreticˇno-numericˇne, npr. racˇunalniˇska dinamika
fluidov (CFD) ali panelna metoda. Eksperiment nam nacˇeloma lahko da rezultate z
najnizˇjo mero negotovosti, vendar zahteva veliko kolicˇino meritev. Natancˇneje, meritev
je toliko, kot je kombinacij sil oz. momentov in neodvisnih spremenljivk oz. krmilnih
spremenljivk u. V splosˇnem je ta sˇtevilka lahko poljubno visoka, odvisna od tega, ko-
liko viˇsjih odvodov, ki predstavljajo nestacionarnost toka zraka, uposˇtevamo. V nasˇem
primeru smo uposˇtevali le w˙, poleg tega lahko dolocˇene kombinacije vzdolzˇnih spre-
menljivk in precˇnih sil oz. momentov (in obratno) zanemarimo, kar pomeni skupno 31
koeficientov, skladno s prej omenjenima preglednicama. Podobna hiba spremlja tudi
CFD analize, ki so v principu sicer lahko avtomatizirane, vendar kljub temu cˇasovno
potratne. Panelna metoda je dalecˇ najhitrejˇsa od vseh nasˇtetih, vendar je cena za
racˇunsko nezahtevnost relativno visoka negotovost izracˇunanih stabilnostnih koeficien-
tov kadarkoli je prisotna separacija toka kjerkoli na letalu. Razlog za to je dejstvo,
da temelji na teoriji potencialnega toka in predpostavlja stacionaren ter idealen, ne-
viskozen tok okrog togega telesa. To pomeni, da slabo opiˇse tok zraka okrog krila z
nadkriticˇnim vpadnim kotom, t.j. ob prisotnosti separacije kjerkoli na povrsˇini letala,
ter v mocˇno dinamicˇnih razmerah kot so npr. aeroelasticˇna nihanja strukture letala
ali vrij. Kljub temu, smo se odlocˇili za to metodo, saj ob vseh pomanjkljivostih sˇe
vedno nudi ∼10 odstotno natancˇnost za majhne vpadne kote [10]. Izracˇun smo izvedli
v programu AVL, ki temelji na ”Athena vortex lattice”panelni metodi [11]. Sˇtevilo po-
trebnih panelov na krilu, horizontalnem in vertikalnem stabilizatorju smo ugotovili z
gosˇcˇenjem mrezˇe, dokler niso vrednosti konvergirale k razliki med dvema zaporednima
iteracijama pod 1 odstotek. AVL model letala Bixler 3 in koncˇna razporeditev panelov
je prikazana na sliki 3.3, sˇtevilo panelov na posamezni povrsˇini pa v preglednici 3.2.
Izracˇunani stabilnostni koeficienti za horizontalen let z aeroprofilom krila NACA 2411
pri vpadnem kotu α = 4,7◦, ki ustrezna masi letala m = 1,24 kg in konstantni hitrosti
V = 11 m/s, so zbrani v preglednici 3.3.
Preglednica 3.2: Sˇtevilo panelov na posameznih vzgonskih povrsˇinah.
Vzdolzˇ razpona Vzdolzˇ tetive
Krilo 15 10
Horizontalni stabilizator 10 8
Vertikalni stabilizator 5 8
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Slika 3.3: AVL model letala Bixler 3.
Preglednica 3.3: Stabilnostni in krmilni koeficienti letala Bixler 3, α = 4,7◦.
CL 0,59 Clp -0,53
CD 0,039 Cnp -0,050
Cxu -0,059 Cxq -0,078
Czu -1,01 Czq -8,27
Cmu 0,023 Cmq -11,88
Cyv -0,38 Cyr 0,23
Clv -0,12 Clr 0,14
Cnv 0,075 Cnr -0,064
Cxw 0,52 Cxδt 0,092
Czw -5,41 Clδa 0,0062
Cmw -0,77 Czδe -0,0073
Czw˙ 1,3 Cmδe -0,019
Cmw˙ -3,2 Cyδr -0,0026
Cyp -0,064 Cnδr 0,0009
3.2.2. Masne lastnosti
Potrebne masne lastnosti vkljucˇujejo vsoto mas vseh mehanskih in elektronskih delov,
potrebnih za avtonomen let, komponente vztrajnostnega tenzorja Iij in polozˇaj tezˇiˇscˇa.
Slednji je definiran v koordinatnem sistemu na sliki 3.3. Posamezne komponente in nji-
hove mase, skupaj z ostalimi nasˇtetimi parametri so zbrani v preglednici 3.4. Vztraj-
nostni momenti so bili pridobljeni iz Solidworks modela letala z vsemi elektronskimi
komponentami [12]. Avtopilotni sistem je sestavljen iz mikrokrmilnika Raspberry Pi
3, tri-osnega pospesˇkomera/zˇiroskopa/magnetometra InvenSense MPU9250, barometra
in termometra Bosch BMP180, diferencialnega tlacˇnega zaznavala NXP MPXV7002DP
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ter GPS sprejemnika Ublox LEA-6T.
Preglednica 3.4: Masne lastnosti letala Bixler 3.
Komponenta m [kg] Vztrajnostni momenti [kgm2]
Trup 0,421 Ix 0,027
Krilo 0,385 Iy 0,041
Akumulatorji 0,283 Iz 0,053
Avtopilotni sistem 0,149 Ixz 0
Skupno 1,238 Tezˇiˇscˇe (x,y,z) (0,08; 0; -0,03) m
3.2.3. Model v prostoru stanj
Aerodinamicˇne in masne lastnosti vstavimo v izraze iz preglednic 2.1 in 2.2, uposˇtevamo,
da za horizontalen let velja V = u0 = 11 m/s, θ0 = φ0 = 0 in predpostavimo gostoto
ρ = 1,225 kg/m3, ter po enacˇbah 2.29 do 2.31 sestavimo matriki A in B
A =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−0,0887 0,8374 −0,4153 −9,81 0 0 0 0
−1,435 −7,905 9,384 0 0 0 0 0
1,242 −34,61 −9,377 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −0,3994 0,3636 −10,75 9, 81
0 0 0 0 −10,5 −36,65 9,617 0
0 0 0 0 3,146 −2,736 −2,094 0
0 0 0 0 0 1 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
(3.1)
B =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1,248 0 0,001 344 0
0,3403 0 −0,1166 0
0,8272 0 −1,72 0
0 0 0 0
0 0,010 47 0 −0, 03578
0 6,022 0 −0, 002209
0 −0,1002 0 0, 4646
0 0 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.2)
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3.3. Krmilni algoritem
Kot smo zˇe omenili, smo krmilnik osnovali na krmilnem zakonu LQR. To je regulator
stanj, kar pomeni, da za delovanje potrebuje dostop do celotnega vektorja stanj x =
[u,w, q, θ, v, p, r, φ]T . Izmed njih lahko na relativno enostaven nacˇin neposredno merimo
le kotne hitrosti p, q in r, in sicer z zˇiroskopom. Po drugi strani pa imamo na voljo
vecˇ zaznaval, ki posredno nosijo informacijo o ostalih potrebnih stanjih. Potrebujemo
torej nacˇin, da jo izlusˇcˇimo iz njihovih signalov. Navadno se za ta namen uporabljajo
ocenjevalniki stanj, vlogo katerega je v nasˇem primeru prevzel razsˇirjen Kalmanov filter.
Naloga LQR krmilnika pa je le sledenje zahtevanim vrednostim stanj, zato potrebujemo
sˇe tretji del algoritma, ki sluzˇi kot generator referencˇnih vrednosti. Dolocˇi jih na podlagi
nacˇrta poleta in vodi krmilnik preko zahtevanega kota naklona θ, nagiba φ in hitrosti
V . V splosˇnem lahko torej celotni algoritem razdelimo na tri dele. Imenujemo jih
navigacija, vodenje in krmiljenje. Shematsko je prikazan na sliki 3.4.
Slika 3.4: Blokovna shema krmilnega algoritma.
3.3.0.1. Razsˇirjen Kalmanov filter
Implementacija algoritma je dokaj neodvisna od konkretnega sistema, ki ga ocenjuje,
specifike so le v funkciji prehoda stanj, ki vsebuje model procesa, v merilnih funkcijah,
ki vsebujejo modele zaznaval in v kovariancˇnih matrikah procesnega in merilnega sˇuma.
• Funkcija prehoda stanj
Sistem smo modelirali s kinematicˇnim modelom tretjega reda, ki predpostavlja, da je
pospesˇek Wienerjev proces (tretji odvod polozˇaja je beli sˇum) [5]. Vektor stanj xk je
sestavljen iz polozˇaja, hitrosti in pospesˇka, Eulerjevih kotov in kotnih hitrosti
xk = [x, u, ax, y, v, ay, z, w, az, φ, p, θ, q, ψ, r]. (3.3)
Zaradi preglednosti so sledecˇe enacˇbe napisane le za translatorne spremenljivke. V tem
modelu predpostavljamo, da je sprememba stanj neodvisna od krmilnih spremenljivk
in da sˇum vstopa v sistem preko matrikeWk (enacˇba 2.55), ki je v tem primeru vektor.
Diskretni model procesa je tako enak
xk+1 = Akxk +Wkwn,k, (3.4)
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kjer wn,k predstavlja spremembo pospesˇka v k-tem intervalu. Sprememba hitrosti v x
smeri ∆uk v enem intervalu je potem
∆uk = wn,k∆t, (3.5)
sprememba polozˇaja ∆xk pa
∆xk = wn,k
(∆t)2
2
, (3.6)
kjer je ∆t dolzˇina cˇasovnega intervala med dvema korakoma algoritma in je enaka
najkrajˇsi periodi vzorcˇenja zaznaval ∆t = ts = 2 ms. Vektor Wk je torej enak
Wk =
[(∆t)2
2
, ∆t, 1,
(∆t)2
2
, ∆t, 1,
(∆t)2
2
, ∆t, 1
]T
. (3.7)
Matrika prehoda stanj Ak predstavlja enacˇbe kinematike gibanja pospesˇenega telesa,
kjer lahko zaradi kratke periode vzorcˇenja predpostavimo, da je pospesˇek med dvema
zaporednima intervaloma konstanten. V smeri x veljajo naslednje enacˇbe
xk+1 = xk + uk + ax,k
(∆t)2
2
,
uk+1 = uk + ax,k∆t,
ax,k+1 = ax,k. (3.8)
Zapisano v matriki za vse tri smeri, dobimo
Ak =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 ∆t (∆t)
2
2
0 0 0 0 0 0
0 1 ∆t 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 ∆t (∆t)
2
2
0 0 0
0 0 0 0 1 ∆t 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 ∆t (∆t)
2
2
0 0 0 0 0 0 0 1 ∆t
0 0 0 0 0 0 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.9)
• Kovariancˇna matrika procesnega sˇuma Qn,k
Pokazˇemo lahko, da velja [5]
Qn,k =WkE[wn,kw
T
n,k]W
T
k , (3.10)
kjer iz predpostavke wn,k ≈ (0, σ2w) sledi E[wn,kwTn,k] = σ2w. Ob predpostavki nekoreli-
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ranosti sˇumov posameznih smeri, dobimo
Qn,k = σ
2
w
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(∆t)4
4
(∆t)3
2
(∆t)2
2
0 0 0 0 0 0
(∆t)3
2
(∆t)2 ∆t 0 0 0 0 0 0
(∆t)2
2
∆t 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 (∆t)
4
4
(∆t)3
2
(∆t)2
2
0 0 0
0 0 0 (∆t)
3
2
(∆t)2 ∆t 0 0 0
0 0 0 (∆t)
2
2
∆t 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 (∆t)
4
4
(∆t)3
2
(∆t)2
2
0 0 0 0 0 0 (∆t)
3
2
(∆t)2 ∆t
0 0 0 0 0 0 (∆t)
2
2
∆t 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.11)
Na tem mestu moramo poudariti, da fizikalni mehanizem, ki povzrocˇi spremembo po-
spesˇka telesa wn,k (turbulenca), v naravni ne sledi nujno predpostavki o statisticˇnih
lastnostih sˇuma, ki smo jih uporabili pri izpeljavi kovariancˇne matrike Qn,k, zato je
potrebno njene elemente med delovanjem filtra prilagoditi, da dosezˇemo najboljˇse oce-
njevanje stanj. Poleg tega je turbulenca cˇasovno spremenljiv pojav, zato je ta matrika
nacˇeloma odvisna tudi od cˇasa.
• Merilna funkcija
Vektor meritev zk je sestavljen iz vseh velicˇin, ki jih merijo zaznavala. Ti so
zk = [ax, ay, az, p, q, r,ΦBx,ΦBy,ΦBz,∆p, x, y, z]. (3.12)
Modele zaznaval smo uporabili enake kot v simulaciji, le s parametri, perturbiranimi za
5%, kar predstavlja nezmozˇnost popolnega ujemanja simulacije ali meritev parametrov
z realnim procesom. Merilna funkcija Hk je zaradi spremenljive usmeritve zaznaval
glede na zemljin KS (relevantno pri pospesˇkomeru in magnetometru) in zaradi tem-
peraturne odvisnosti premikov nicˇliˇscˇ v splosˇnem odvisna od cˇasa, zato se v vsakem
koraku k izracˇuna z enacˇbo 2.54, ponovljeno spodaj.
Hij =
∂hi
∂xj
,
kjer so hi merilne funkcije posameznih zaznaval.
• Kovariancˇna matrika merilnega sˇuma Rn,k
Kovariancˇna matrika merilnega sˇuma ima diagonalne elemente enake variancam meril-
nih sˇumov zaznaval, torej je enaka
Rn,k = sled(σ
2
ax, σ
2
ay, σ
2
az, σ
2
ωx, σ
2
ωy, σ
2
ωz, σ
2
Φ,Bx, σ
2
Φ,By, σ
2
Φ,Bz, σ
2
p, σ
2
gps,x, σ
2
gps,y, σ
2
gps,z),
(3.13)
kjer ”sled()” pomeni diagonalne elemente matrike. Variance vecˇine zaznaval so rela-
tivno konstantne, zato smo predpostavili, da so neodvisne od cˇasa. Izjema je le spreje-
mnik za satelitsko navigacijo, katerega sˇum je precej odvisen od sˇtevila vidnih satelitov,
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vremena (oblaki) in s tem povezane jakosti signalov, ampak se te spremembe dogajajo
dokaj pocˇasi, zato lahko predpostavimo, da se variance znotraj cˇasovne periode enega
pristanka letala ne bodo opazno spremenile.
• inicializacija
Zaradi rekurzivne narave algoritma Kalmanovega filtra, moramo poznati zacˇetne vre-
dnosti stanj in kovariancˇne matrike, da lahko zacˇnemo s prvim ciklom. Zacˇetne vre-
dnost stanj so v nasˇem konkretnem primeru odvisne od tega v katerem trenutku
zacˇnemo simulacijo. To je lahko na tleh, pred vzletom, lahko je pa kadarkoli med
poletom. Glede na to, da je namen algoritma, ki smo ga razvili, avtonomno prista-
janje, smo simulacijo zacˇeli v zraku v ustaljenem stanju, cˇemur ustrezajo vrednosti
u = 11 m/s, ai = v = w = p = q = r = φ = θ = ψ = 0, x, y in z pa so izbrani glede na
scenarij, ki ga simuliramo. Zacˇetna kovariancˇna matrika P0 govori o stopnji zaupanja
zacˇetnim vrednostim stanj. Cˇe smatramo, da so vnesene zacˇetne vrednosti blizu de-
janskih, lahko uporabimo P0 z nizkimi vrednostmi. Nastavitev P0 = 0 bi pomenilo, da
smatramo zacˇetne vrednosti stanj kot 100% natancˇne, za kar je v realnosti le majhna
verjetnost, in bi filter potreboval razmeroma veliko cˇasa, da bi konvergiral k dejanskim
vrednostim kovariancˇne matrike in posledicˇno ocenjenih stanj. Matrika Kalmanovega
ojacˇanja iz enacˇbe 2.59 bi bila v prvem koraku enaka nicˇ, s cˇimer bi filter ignoriral
meritve in deloval odprtozancˇno (samo na podlagi modela). Ker pa model vedno vse-
buje dolocˇeno mero negotovosti, bi obstajala vecˇja verjetnost, da bi filter divergiral.
V literaturi navajajo kot primerno izbiro matriko z variancami procesnih spremenljivk
(vektorja stanj xk) na glavni diagonali [5]. Ampak, ker P0 vpliva le na prehodni pojav
med inicializacijo in koncˇno konvergenco, ki je ob izbiri primernih Qn in Rn nacˇeloma
stabilen, ne pa tudi na nadaljnjo kvaliteto ocenjevanja, smo se odlocˇili izbrati enotsko
matriko, saj znotraj okvirjev simulacije nismo prevecˇ obcˇutljivi na potreben cˇas za
konvergenco filtra.
3.3.0.2. Vodenje
Glavna naloga algoritma za vodenje je izracˇunati potreben kot nagiba φ za zmanjˇsanje
razdalje med trenutnim in z nacˇrtom poleta zahtevanim polozˇajem v prostoru. Za ta
namen so bili razviti mnogi algoritmi, od katerih smo se odlocˇili za tega, opisanega
v [13]. Izbrali smo ga zaradi njegove nelinearnosti, deluje namrecˇ tako pri velikih
kot pri majhnih odstopanjih dejanske od zahtevane trajektorije, zmozˇen je uposˇtevati
prisotnost vetra in je kljub temu relativno enostaven za implementacijo. Glavna ideja
pri njem je, da algoritem dolocˇi referencˇno tocˇko na zahtevani trajektoriji, ki je za
razdaljo L1 oddaljena od trenutnega polozˇaja letala. Na podlagi kota η nato s spodnjo
enacˇbo izracˇuna potreben bocˇni pospesˇek ay, da gre η proti nicˇ
ay = 2
V 2
L1
sin η. (3.14)
Postopek je graficˇno prikazan na sliki 3.5. Izracˇunan bocˇni pospesˇek sledi iz potrebnega
centripetalnega pospesˇka za sledenje trenutni krozˇnici s polmerom R, na zgornji sliki
prikazani s cˇrtkano cˇrto med letalom in referencˇno tocˇko. Iz geometrije sledi
L1 = 2R sin η, (3.15)
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Slika 3.5: Ilustracija algoritma vodenja [13].
kar pomeni, da je centripetalni pospesˇek enak
ac =
V 2
R
= 2
V 2
L1
sin η = ay. (3.16)
Potreben kot nagiba φ lahko nato dolocˇimo iz predpostavke, da letalo ohrani zadosti
vzgona, tudi, ko je nagnjeno, kar pomeni, da velja ravnovesje sil
FL cosφ = mg,
FL sinφ = may, (3.17)
iz cˇesar sledi
tanφ =
ay
g
. (3.18)
Kot η sluzˇi trem namenom. Prvi je zagotavljanje pravilnega predznaka bocˇnega po-
spesˇka, glede na to, ali je letalo levo ali desno od zadane poti, drugi je ta, da enacˇba
3.14 za majhne kote predstavlja PD krmiljenje, tretji pa, da so izracˇunani bocˇni po-
spesˇki taksˇni, da omogocˇajo vnaprejˇsnje predvidevanje potrebnega nagiba za sledenje
krozˇnim zahtevanim trajektorijam. Dodatna lastnost, ki jo opazimo iz enacˇbe 3.16
je ta, da lahko za hitrost V uporabimo inercialno (v nasprotju z indicirano hitrostjo
Pitot-Prandtlove cevi), kar pomeni, da bo izracˇunan bocˇni pospesˇek uposˇteval dejstvo,
da se ta hitrost pri npr. krozˇenju v vetru konstantno spreminja. Evolucija algoritma
v cˇasu za ∆t = 1 s, V = 10 m/s in L1 = 40 m je prikazana na sliki 3.6 in prikazuje
asimptoticˇno konvergenco polozˇaja letala k zahtevanemu. Stabilnost za primer slede-
nja ravni cˇrti lahko dokazˇemo z Lyapunovo analizo stabilnosti. Gibalni enacˇbi modela
na sliki 3.7 sta
d˙L1 = V sin η2,
η˙2 = −ay
V
. (3.19)
Za obstoj le ene referencˇne tocˇke predpostavimo
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Slika 3.6: Evolucija algoritma za vodenje v cˇasu [13].
Slika 3.7: Shema modela za Lyapunovo analizo stabilnosti sledenja ravni cˇrti [13].
d < L1, −π
2
< η <
π
2
. (3.20)
Funkcija, ki kandidira za Lyapunovo je
LL1 = 1
2
(V sin η2)
2 +
∫ d
0
2V 2
L1
sin(η − η2)dy. (3.21)
Glede na sliko 3.7, velja
sin(η − η2) = d
L1
, (3.22)
kar pomeni, da enacˇba 3.21 postane
LL1 = 1
2
(V sin η2)
2 +
V 2
L21
d2, (3.23)
ki je pozitivno definitna funkcija. Njen cˇasovni odvod je enak
L˙L1 = −2V
3
L1
sin η2 cos(η2)η˙2 + 2
V 2
L21
dd˙, (3.24)
ki ga lahko z uporabo enacˇbe 3.19 preoblikujemo v
L˙L1 = −2V
3
L1
sin η2(cos η2 sin η − sin(η − η2)), (3.25)
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ter z adicijskim izrekom
sin(η − η2) = sin η cos η2 − cos η sin η2 (3.26)
v koncˇno obliko
L˙L1 = −2V
3
L1
sin2 η2 cos η. (3.27)
Zgornja funkcija je za predpostavko 3.20, |η| < π/2, negativno semidefinitna. Mnozˇica,
definirana z L˙L1 = 0, ne vsebuje nobenih trajektorij, razen η2 = 0 in d = 0, iz cˇesar
sledi, da je sistem za d < L1, |η| < π/2 asimptoticˇno stabilen [13].
3.3.0.3. Krmilni zakon LQR
Za sintezo matrike Kr LQR krmilnika iz enacˇbe 2.44 smo uporabili sistem, sestavljen
iz zaporedne vezave aktuatorjev in letala, prikazan na sliki 3.8. Aktuatorje smo apro-
ksimirali s prenosno funkcijo prvega reda s cˇasovno konstanto τs = 0,04 s
G(s) =
1
τss2 + 1
. (3.28)
Poleg tega smo sistemu dodali dodatna integracijska stanja za hitrost, naklon in nagib,
s cˇimer smo zagotovili sledenje zahtevanim vrednostim brez odstopka v stacionarnem
stanju. Vektor spremenljivk stanj tega sistema je torej
x = [u,w, q, θ, v, p, r, φ, δt,dej, δa,dej, δe,dej, δr,dej, Vi, θi, φi]
T , (3.29)
krmilni vektor pa
u = [δt,ref , δa,ref , δe,ref , δr,ref ]
T . (3.30)
Ostane nam sˇe definicija matrik Q in R iz enacˇbe 2.38. Njune vrednosti smo dolocˇili
Slika 3.8: Blokovna shema sistema, uporabljenega za sintezo matrike Kr.
na podlagi poizkusˇanja v simulaciji. Spodaj navedene dajejo stabilen krmilnik, ki sluzˇi
kot zacˇetna ocena za nadaljnjo optimizacijo za dosego viˇsje natancˇnosti vodenja
Q = sled(20, 1, 1, 1, 10, 10, 10, 1, 1, 1, 1, 1, 1000, 1000),
R = sled(1, 1, 1, 1). (3.31)
Sintetizirana matrika Kr je potem enaka
Kr =
⎛⎜⎜⎜⎝
5,7 −0,53 0,17 8,2 0 0 0 2,0 0 0 0 −0,78 −19 0
0 0 0 0 0,54 4,4 84 0 4,0 0 0 0 0 −144
−1,3 2,7 −0,68 −32 0 0 0 −0,14 0 0,38 0 −0,62 25 0
0 0 0 0 −0,36 0 0 0 0 0 0,19 0 0 −3, 1
⎞⎟⎟⎟⎠ .
(3.32)
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3.4. Nelinearna simulacija
Kot zˇe omenjeno, je glavni namen nelinearne simulacije zajetje vseh nelinearnih dejav-
nikov, ki nezanemarljivo vplivajo na delovanje avopilotnega sistema in letala kot celote.
Nobena simulacija ni sto odstotno natancˇna, zato je potrebno sprejeti kompromis in
dolocˇiti mejo, kjer smatramo natancˇnost za zadostno. Bistveno pri tem je, da so vsi
kriticˇni nelinearni ucˇinki znotraj teh meja, predvsem tisti potencialno destabilizirajocˇi.
Ob izpolnitvi teh pogojev lahko s simulacijo zanesljivo predvidimo meje stabilnosti in
dosegljivo zmogljivost natancˇnega vodenja. Programski okolji, v katerih smo jo izde-
lali, sta bila Matlab ter Simulink. Blokovna shema, ki smo jo uporabili pri nacˇrtovanju
simulacije, sledi tej na sliki 3.1, s posameznimi bloki podrobneje predstavljenimi v
sledecˇih podpoglavjih.
3.4.1. Dinamika letala
Dinamika letala je opisana z nelinearnimi gibalnimi enacˇbami 2.15, modelom sil in
momentov ter modelom atmosfere. Blokovna shema simulacije dinamike letala je pri-
kazana na sliki 3.9. Z leve vstopajo signali odklonov krmilnih povrsˇin, ki preko modela
sil in momentov ter gibalnih enacˇb povzrocˇijo spremembo v izhodnih spremenljivkah
(hitrosti, zasuki, . . . ), ki gredo nato v model zaznaval, kar nakazuje pusˇcˇica na desni
strani diagrama.
Slika 3.9: Blokovna shema simulacije dinamike letala.
3.4.1.1. Sile in momenti
Sile in momenti so bili modelirani kot nelinearne funkcije stanj v obliki tabel. Vrednosti
so bile pridobljene s programom AVL tako, da smo za vse kombinacije stanj in krmilnih
spremenljivk s kvazistaticˇno predpostavko izracˇunali brezdimenzijske koeficiente sil in
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momentov, jih izrazili okrog tezˇiˇscˇa in pretvorili v dimenzijske sile in momente preko
enacˇb
X =
ρV 2
2
CxS, L =
ρV 2
2
ClSb,
Y =
ρV 2
2
CyS, M =
ρV 2
2
CmSc,
Z =
ρV 2
2
CzS, N =
ρV 2
2
CnSb,
(3.33)
Viskozni upor smo dodali preko empiricˇnih tabel, dobljenih s programom XFoil, ki je
v osnovi 2D panelna metoda z integralnim modelom mejne plasti [14]. Na sliki 3.10
je prikazan primer nelinearnosti koeficienta upora CD v odvisnosti od vpadnega kota
krila. Nestacionarnost toka zraka okrog krila (dejstvo, da odziv sil in momentov na
Slika 3.10: Koeficient upora aeroprofila NACA 2411 v odvisnosti od vpadnega kota α.
spremembo stanj ni skocˇna funkcija, temvecˇ prehodni pojav) je modelirana z aproksi-
macijo Ku¨ssnerjeve funkcije. Primer odziva sile vzgona na skocˇno spremembo vpadnega
kota je prikazan na sliki 3.11. Prikazan je v odvisnosti od brezdimenzijskega cˇasa τ , ki
je enak
τ =
2V t
c
(3.34)
in govori o sˇtevilu pol-tetiv, ki jih krilo prepotuje v cˇasovni enoti. Karakteristike
propelerja so prav tako uposˇtevane preko empiricˇnih tabel, dobljenih z meritvami v
vetrovniku [15]. Koeficient potiska CT , mocˇi CP in izkoristek propelerja ηp APC 8x4 so
prikazani na slikah 3.12 in 3.13 v odvisnosti od brezdimenzijskega faktorja napredovanja
Jp
Jp =
V
nD
, (3.35)
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Slika 3.11: Odziv sile vzgona na skocˇno spremembo vpadnega kota α.
kjer je n vrtilna frekvenca propelerja v vrtljajih na sekundo, D pa premer propelerja.
Potisna sila in potrebna mocˇ za pogon propelerja sta nato izracˇunani z enacˇbama
FT = CTρn
2D4,
PT = CPρn
3D5.
(3.36)
䌀倀
䨀倀
䌀吀
Slika 3.12: Koeficient potiska in mocˇi propelerja APC 8x4, n = 117 s−1 = 7000 min−1.
Kot primer nelinearnega pojava si poglejmo odziv letala ob vrtljajih propelerja 80%
najviˇsjih, odklonu viˇsinskega krmila -3,5◦ (odklonjen navzgor), ostale krmilne povrsˇine
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䨀倀
Slika 3.13: Izkoristek propelerja APC 8x4, n = 117 s−1 = 7000 min−1.
pa so v nevtralnem polozˇaju. V takem stanju ima letalo presezˇek mocˇi, viˇsinsko krmilo
pa ustvarja pozitivni moment okrog osi y, ki sili nos letala navzgor. Posledica tega
je zacˇetno vzpenjanje, ki mu zaradi prestrmega kota sledi padec hitrosti, zmanjˇsanje
dinamicˇnega tlaka na krilih in padec sile vzgona. Naklon zacˇne nato padati, s cˇimer
se zmanjˇsa koeficient vzgona in letalo zacˇne izgubljati viˇsino ter pospesˇevati. S tem
se vzpostavijo razmere zmernega vpadnega kota, kar omogocˇi, da sila vzgona zacˇne
ponovno narasˇcˇati. Ko je zadosti velika, zacˇne presezˇek vzgona ponovno obracˇati nos
Slika 3.14: Cˇasovni potek viˇsine (levo zgoraj), vpadnega kota (desno zgoraj), hitrosti
(levo spodaj) in koeficienta vzgona (desno spodaj) v limitnem ciklu.
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navzgor in letalo zacˇne vzpenjati. Vzpostavi se limitni cikel, ki vztraja, dokler ga
rocˇno ne prekinemo. Na sliki 3.14 je prikazan cˇasovni potek za priblizˇno tri cikle in
pol. Vidimo, da viˇsina h niha z amplitudo priblizˇno 10 m, njena srednja vrednost pa
pocˇasi pada. Hitrost V niha med priblizˇno 7 in 17 m/s in je fazno zamaknjena glede
na viˇsino za okoli 180 stopinj. Na grafih α(t) in CL(t) (slika 3.14 desno) se lepo vidi
nelinearno nihanje, kjer se obe velicˇini dalj cˇasa zadrzˇujeta v podrocˇju viˇsjih vrednosti
kot v podrocˇju nizˇjih.
3.4.1.2. Atmosfera
Atmosfera je predstavljena z modelom mednarodne standardne atmosfere s poljubnim
T0, pz,0 in ρ0. Predpostavlja naslednje odvisnosti atmosferskih velicˇin od nadmorske
viˇsine. Tezˇnostni pospesˇek je konstanten g = 9,806 m/s2, saj se za viˇsine, na katerih
leti vecˇina letal, spreminja zanemarljivo. Temperatura linearno pada do viˇsine h = 11
km (meja med troposfero in stratosfero) s hitrostjo a = 0,0065 K/m, nad tem pa je
konstantna
T (h) = T0 − ah, (3.37)
kjer je T0 temperatura zraka pri tleh. Tlak pada od tlaka p0 pri tleh po zvezi
pz(h) = pz,0
(
T (h)
T0
)g/aRz
, (3.38)
kjer je Rz = 287,05 J/kgK specificˇna plinska konstanta zraka. Gostota se spreminja
po enacˇbi
ρ(h) = ρ0
(
T (h)
T0
)g/aRz
, (3.39)
hitrost zvoka pa po
cz(h) =
√
κRzT (h), (3.40)
kjer je κ = cp/cv razmerje specificˇnih toplot zraka. Viˇsinske odvisnosti temperature,
tlaka in gostote so prikazane na slikah 3.15 in 3.16. Veter je modeliran kot 3D
vektorsko polje hitrosti ug, vg in wg ter kotnih hitrosti pg, qg in rg v inercialnem KS,
kjer so slednje definirane kot spremembe linearnih hitrosti vzdolzˇ osi letala
pg =
∂wg
∂y
,
qg =
∂wg
∂x
,
rg = −∂vg
∂x
.
(3.41)
Hitrosti so sestavljene iz konstantne ter nakljucˇne komponente (turbulence). Primer
konstantne komponente, ki predstavlja piˇs vetra iz nevihtnega oblaka proti tlom in je
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Slika 3.15: Temperatura in tlak v odvisnosti od nadmorske viˇsine v troposferi in
stratosferi.
poleg strizˇnega vetra eden od nevarnejˇsih pogojev za pristajanje, je prikazan na sliki
3.17. Turbulenca je predstavljena s Von Karmanovim turbulencˇnim modelom [16], ki
je za linearne hitrosti vetra ug, vg in wg karakteriziran z spektralnimi mocˇnostnimi
gostotami
Φug(Ω) = σ
2
u
2Lu
π
1
(1 + (1, 339LuΩ)2)5/6
,
Φvg(Ω) = σ
2
v
2Lv
π
1 + 8
3
(2, 678LvΩ)
2
(1 + (2, 678LvΩ)2)11/6
,
Φwg(Ω) = σ
2
w
2Lw
π
1 + 8
3
(2, 678LwΩ)
2
(1 + (2, 678LwΩ)2)11/6
,
(3.42)
kjer sta σi in Li turbulentna intenzivnost in skala za i-to hitrost, Ω pa je prostorska fre-
kvenca. Turbulenca je po eni strani funkcija cˇasa in prostora, po drugi strani pa deluje
na letalo le na polozˇaju, kjer se le-to nahaja, ki je tudi sam funkcija cˇasa preko hitrosti
V , zato lahko polje turbulence smatramo kot le prostorsko odvisno in ”zamrznjeno” v
cˇasu. Zveza med cˇasovno in prostorsko frekvenco je
Ω =
ω
V
, (3.43)
med pripadajocˇima spektralnima mocˇnostnima gostotama pa
Φi(Ω) = V Φi(
ω
V
). (3.44)
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Slika 3.16: Gostota zraka v odvisnosti od nadmorske viˇsine v troposferi in stratosferi.
Slika 3.17: Hitrostno polje piˇsa vetra iz nevihtnega oblaka.
Spektralne mocˇnostne gostote za kotne hitrosti vetra pg, qg in rg so
Φpg(ω) =
σ2w
2V Lw
0, 8(2πLw
4b
)
1
3
1 + (4bω
πV
)2
,
Φqg(ω) = Φwg(ω)
±( ω
V
)2
1 + (4bω
πV
)2
,
Φrg(ω) = Φvg(ω)
∓( ω
V
)2
1 + (3bω
πV
)2
.
(3.45)
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3.4.2. Zaznavala
Blokovna shema modeliranih zaznaval je prikazana na sliki 3.18.
Slika 3.18: Blokovna shema zaznaval.
3.4.2.1. Pospesˇkomer
Pospesˇkomer je modeliran kot tri-osno MEMS zaznavalo z zvezo med dejanskimi vre-
dnostmi adej in izmerjenimi vrednostmi pospesˇkov am
am =Ma ×
(
adej + ωdej × (ωdej × da) + ω˙dej × da − g
)
+ apremik + va (3.46)
in uposˇteva ucˇinke odmika zaznavala od tezˇiˇscˇa letala preko ωdej in da, prisotnost
gravitacije g v merjenem signalu, premik nicˇliˇscˇa apremik in sˇum va. Slednji je predpo-
stavljen, da je pasovno omejena kombinacija belega in roza sˇuma, katerega varianca je
izrazˇena preko mocˇi Pv (vrh mocˇnostnega spektra) in periode vzorcˇenja ts
σ2a =
Pv
ts
. (3.47)
Matrika Ma zajema sˇe nepopolnosti fizicˇnega zaznavala, t.j. medsebojno nepravoko-
tnost in razlicˇno obcˇutljivost posameznih osi ter zasuk celotnega zaznavala glede na
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koordinatni sistem letala. Ma in premik nicˇliˇscˇa apremik sta tudi temperaturno odvisna
in sta parametra, ki ju je potrebno izmeriti za umerjanje zaznavala. Izmerjene vredno-
sti so nato filtrirane s prenosno funkcijo drugega reda, ki predstavlja notranjo dinamiko
zaznavala, pomnozˇene so s saturacijsko funkcijo, ki omeji merilno obmocˇje, nazadnje
pa sˇe digitalizirane in vzorcˇene s periodo vzorcˇenja ts. Vrednosti parametrov, z izjemo
variance sˇuma σ2a, ki smo jo izmerili z dejanskim zaznavalom, smo povzeli po podat-
kovenm listu inercialne merilne enote InvenSense MPU9250, ki zdruzˇuje pospesˇkomer,
zˇiroskop in magnetometer in navaja vrednosti z enotami vecˇkratnika tezˇnostnega po-
spesˇka g pri temperaturi T = 25◦C, prikazane v preglednici 3.5. Blokovna shema je
prikazana na sliki 3.19.
Preglednica 3.5: Lastnosti pospesˇkomera [17].
Nepravokotnost osi [%] ±2%
Premik nicˇliˇscˇa apremik (x, y, z) [mg] (±60,±60,±80)
Varianca sˇuma σ2a (x, y, z) [µg
2] (4,23; 4,32; 12,04)
Perioda vzorcˇenja ts [ms] 2
Locˇljivost [g] 6,10 ·10−5
Merilno obmocˇje [g] ± 2
Temperaturna odvisnost med (-40, 85)◦C [mg/◦C] ± 1,5
Slika 3.19: Blokovna shema pospesˇkomera.
3.4.2.2. Zˇiroskop
Zˇiroskop je prav tako modeliran kot MEMS zaznavalo, s podobnimi lastnostmi kot
pospesˇkomer. Izmerjen signal ωm je z dejanskim ωdej povezan z enacˇbo
ωm =Mg × ωdej + ωpremik +G× ωG + vg, (3.48)
39
Metodologija
ki je z blokovno shemo prikazana na sliki 3.20. Zgornja enacˇba uposˇteva nepopolnost
fizicˇnega zaznavala z matriko Mg, premik nicˇliˇscˇa ωpremik, obcˇutljivost na linearne
pospesˇke ωG in sˇum vg. Izmerjene vrednosti so tudi tu filtrirane s prenosno funkcijo
drugega reda, pomnozˇene s saturacijsko funkcijo ter diskretizirane. Podatkovni list
zaznavala MPU9250 navaja pri temperaturi T = 25◦C vrednosti v preglednici 3.6.
Preglednica 3.6: Lastnosti zˇiroskopa [17].
Nepravokotnost osi [%] ±2%
Premik nicˇliˇscˇa vseh osi ωpremik [
◦/s] ±5
Varianca sˇuma σ2ω (x, y, z) [(
◦/s)2] (2,54; 4,15; 3,25)·10−3
Perioda vzorcˇenja ts [ms] 2
Locˇljivost [◦/s] 3,05 ·10−2
Merilno obmocˇje [◦/s] ± 1000
Temperaturna odvisnost med (-40, 85)◦C [◦/s◦C] ± 0,2
Slika 3.20: Blokovna shema zˇiroskopa.
3.4.2.3. Magnetometer
Podobno enacˇbo lahko zapiˇsemo tudi za magnetometer, kjer je izmerjen magnetni
pretok ΦB,m enak
ΦB,m =Mmag ×ΦB,dej +ΦB,premik + vmag. (3.49)
Uporabljeni parametri so nasˇteti v preglednici 3.7. Podatkovni list ne navaja podatka
o temperaturni odvisnosti, zato smo na podlagi vrednosti za pospesˇkomer in zˇiroskop
predpostavili vrednost ±2,5 µT/◦C na obmocˇju med -40 in +85◦C, kar predstavlja
5 · 10−4 % merilnega obmocˇja (pospesˇkomer 7,5 · 10−4 %, zˇiroskop 2,3 · 10−4 % [17]).
Blokovna shema je prikazana na sliki 3.21.
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Preglednica 3.7: Lastnosti magnetometra [17].
Nepravokotnost osi [%] ±3%
Premik nicˇliˇscˇa vseh osi ΦB,premik [µT] ±300
Varianca sˇuma σ2Φ,B (x, y, z) [µT
2] (0,458; 0,443; 0,399)
Perioda vzorcˇenja ts [s] 1,2 ·10−2
Locˇljivost [µT] 0,59
Merilno obmocˇje [µT] ± 4800
Temperaturna odvisnost [µT/◦C] ± 2,5
Slika 3.21: Blokovna shema magnetometra.
3.4.2.4. Pitot-Prandtlova cev
Pitot-Prandtlova cev je modelirana z Bernoullijevo enacˇbo za nestisljiv tok, ki pravi,
da je vsota staticˇnega in dinamicˇnega tlaka, pst in Q = ρV
2
dej/2, enaka zastojnemu
tlaku pt
pt = pst +
ρV 2dej
2
. (3.50)
Povezava med dejansko hitrostjo Vdej in razliko tlakov, ki jo daje cev, je torej
∆pdej =
ρV 2dej
2
. (3.51)
Izmerjena tlacˇna razlika ∆pm je z dejansko povezana z enacˇbo
∆pm = ∆pdej + vp, (3.52)
prikazana tudi z blokovno shemo na sliki 3.22. Predpostavljeno je, da je zasuk Pitot-
Prandtlove cevi glede na os x letala zadosti majhen, da ne vpliva na meritev. Tlacˇno
zaznavalo, ki smo ga modelirali za zajem tlacˇne razlike, je NXPMPXV7002DP. Njegova
izmerjena varianca sˇuma σ2p, merilno obmocˇje, locˇljivost 0,12 Pa in perioda vzorcˇenja
ts so nasˇtete v preglednici 3.8.
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Preglednica 3.8: Lastnosti tlacˇnega zaznavala Pitot-Prandtlove cevi [18].
Varianca sˇuma σ2p [Pa
2] 62,9
Perioda vzorcˇenja ts [s] 10
−2
Locˇljivost [Pa] 0,12
Merilno obmocˇje [kPa] ±2
Slika 3.22: Blokovna shema Pitot-Prandtlove cevi in tlacˇnega zaznavala.
3.4.2.5. Sprejemnik za satelitsko navigacijo
Simulacija omogocˇa uporabo tako klasicˇnega GPS sprejemnika, kot tudi diferencialnega
RTK sistema. Ta dva nacˇina se med seboj razlikujeta v naslednjih lastnostih. Prvi
svoj polozˇaj dolocˇa na podlagi C/A kode, kar pomeni, da spremlja standardizirano
psevdonakljucˇno zaporedje, modulirano na nosilnem signalu, ki ga oddaja satelit. Z
avtokorelacijo nato ugotovi cˇasovno razliko med zacˇetkom oddajanja signala in cˇasom
prejetja, iz cˇesar izracˇuna razdaljo do posameznega satelita. Njihove tirnice okrog Ze-
mlje so znane, zato lahko s triangulacijo dolocˇi svoj polozˇaj. Taksˇen nacˇina delovanja
omogocˇa, da lahko deluje samostojno. RTK sistem pa polozˇaj dolocˇa neposredno iz
meritev faz nosilnih signalov satelitov in racˇunanja dvojnih razlik med posameznimi
kombinacijami referencˇni sprejemnik-satelit-merjeni sprejemnik. Iz tega sledi, da ta
sistem za delovanje potrebuje dva sprejemnika. Prvega, ki sluzˇi kot referencˇni z zna-
nim, predhodno dolocˇenim polozˇajem, in drugega, katerega polozˇaj zˇelimo ugotoviti.
Kljucˇna prednost RTK sistema pred klasicˇnim GPS sprejemnikom je ta, da ima nosilni
signal bistveno viˇsjo frekvenco kot C/A koda (1,023 MHz proti 1575,42 MHz) ter, da
z dvojnimi razlikami iznicˇi napako sprejemnikove in satelitove ure, zaradi cˇesar ima
najviˇsjo mozˇno natancˇnost 1,9 mm (ki je posledica trenutnega stanja tehnologije fa-
znih primerjalnikov, torej je mozˇno, da se bo v prihodnosti ta vrednost sˇe znizˇala),
medtem, ko je ta sˇtevilka za C/A kodo enaka 2,93 m. Pomanjkljivost RTK sistema
izhaja iz neizogibne dvoumnosti celega sˇtevila ciklov signala med sprejemnikom in sa-
telitom, saj sama meritev faze te informacije ne vsebuje in jo je potrebno dolocˇiti na
drug nacˇin. Uporabimo lahko trojne razlike (dvojne razlike ob razlicˇnih cˇasih), ali pa
jih ocenimo s Kalmanovim filtrom. V vsakem primeru je kvaliteta dolocˇenega polozˇaja
povsem odvisna od kvalitete dolocˇitve celega sˇtevila ciklov, posledicˇno pa je v praksi
ta sistem manj robusten od nacˇina s C/A kodo, oz. je bolj obcˇutljiv na sˇtevilo vidnih
satelitov in jakosti njihovih signalov [19]. Ne glede na vse specificˇne razlike v delovanju
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posameznih sistemov pa je, z vidika ugotavljanja polozˇaja za potrebe vodenja letal,
pomembna le koncˇna degradacija izmerjenega polozˇaja v primerjavi z dejanskim, zato
smo v simulaciji modelirali le ta aspekt GPS sistema. Tokrat se lastnosti sˇuma razli-
kujejo od tistih, ki veljajo za predhodno opisana zaznavala. Pri njih je sˇum normalno
porazdeljena nakljucˇna spremenljivka, katere srednja vrednost je odvisna v prvem pri-
blizˇku le od temperature, pri GPS sistemu pa je sˇum nakljucˇni sprehod. Kot taksˇnega
smo ga tudi modelirali, to je razvidno iz slike 3.23, in ga superponirali na dejanski
polozˇaj, npr. v x smeri xdej z enacˇbo
xm = xdej + vgps. (3.53)
Statisticˇne lastnosti sˇuma in parametre diskretizacije smo povzeli po meritvah iz [19]
za C/A GPS in iz [20] za RTK GPS ter jih zbrali v preglednici 3.9
Preglednica 3.9: Lastnosti sprejemnika za satelitsko navigacijo.
C/A RTK
Amplituda sˇuma (x, y, z) [m] (4,99; 4,99; 6,14) (8,5; 5,5; 9,0)·10−2
Varianca sˇuma σ2gps (x, y, z) [m
2] (0,32; 0,55; 1,69) (4,08; 4,00; 5,86)·10−4
Perioda vzorcˇenja ts [s] 0,2 0,2
Locˇljivost (x, y, z) [m] (0,11; 0,077; 0,01) (1,1; 0,77; 0,1)·10−4
Slika 3.23: Blokovna shema sprejemnika za satelitsko navigacijo.
3.4.3. Aktuatorji
Med aktuatorje za obravnavano letalo sodijo servomotorji za krmiljenje krmilnih povrsˇin
in pogonski sklop za pogon propelerja, ki je sestavljen iz krmilnika vrtljajev in brez-
krtacˇnega elektromotorja. Shematsko so predstavljeni na sliki 3.24.
3.4.3.1. Servomotorji
Servomotorji so bili modelirani po vzoru nizkocenovnega modelarskega servomotorja
TowerPro SG90 [21]. Obravnavani so kot kriticˇno dusˇen dinamicˇni sistem drugega reda
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Slika 3.24: Blokovna shema aktuatorjev.
s prenosno funkcijo
G(s) =
105
60s2 + 4500s+ 105
, (3.54)
do katere smo priˇsli na podlagi meritev. Modelirali smo sˇe najvecˇjo kotno hitrost ωs,max,
hod φs,max, periodo vzorcˇenja ts in locˇljivostjo signala zahtevanega kota ter zracˇnostjo
mehanizma. Blokovna shema sistema je prikazana na sliki 3.26. Uporabljeni parametri
so nasˇteti v preglednici 3.10. Odziv na skocˇno spremembo zahtevanega kota iz 0 na
60◦ ob cˇasu t = 0 je prikazan na sliki 3.25.
Preglednica 3.10: Lastnosti servomotorja TowerPro SG90 [21].
Najvecˇja kotna hitrost ωs,max [
◦/s] 500
Hod φs,max [
◦] ±90
Perioda vzorcˇenja ts [ms] 20
Locˇljivost [◦] 0,85
Zracˇnost [◦] 0,1
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Slika 3.25: Simulacija odziva servomotorja na skocˇno spremembo zahtevanega kota na
60◦.
Slika 3.26: Blokovna shema servomotorja.
3.4.3.2. Pogonski sklop
Pogonski sklop je bil predstavljen kot kombinacija modelarskega brezkrtacˇnega DC ele-
ktromotorja Turnigy D2826-10 1400KV in krmilnika vrtljajev Multiplex BL-20. Mo-
delirana sta bila s prenosno funkcijo prvega reda s cˇasovno konstanto τem, omejeno
najvecˇjo vrtilno frekvenco nem, periodo vzorcˇenja ts in locˇljivostjo signala zahtevane
vrtilne frekvence. Uporabljeni parametri so nasˇteti v preglednici 3.11.
Preglednica 3.11: Lastnosti elektromotrja.
Cˇasovna konstanta τem [s] 0,1
Najvecˇja vrtilna frekvenca nem,max [s
−1] 166,67
Perioda vzorcˇenja ts [ms] 20
Locˇljivost [s−1] 0,2
Odziv na skocˇno spremembo zahtevane vrtilne frekvence ob cˇasu t = 0 iz 0 na nm,max
je prikazan na sliki 3.27, blokovna shema pogonskega sklopa pa na sliki 3.28.
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Slika 3.27: Simulacija odziva pogonskega sklopa na skocˇno spremembo zahtevane
vrtilne frekvence.
Slika 3.28: Blokovna shema pogonskega sklopa.
3.5. Preizkusni scenarij
Delovanje algoritma bomo prikazali na primeru nacˇrta poleta, ki od letala najprej
zahteva vkljucˇitev v cˇakalni prog pred pristankom na viˇsini 60 m, po zakljucˇku kroga
spust na viˇsino 50 m, nato pa poravnanje s smerjo steze in zacˇetek spusˇcˇanja proti
tocˇki pristanka na 0 m. Med celotnim trajanjem poleta piha veter od zahoda proti
vzhodu s hitrostjo vg = 1 m/s. Nacˇrt poleta je prikazan na sliki 3.29. Na levi strani
je prikazan tloris poti v koordinatnem sistemu, kjer os y kazˇe proti severu, x pa proti
vzhodu. Hitrost in smer vetra sta oznacˇena s pusˇcˇico v zgornjem levem kotu, 200 m
dolgo in 20 m sˇiroko pristajalno stezo pa simbolizira pravokotnik, ki se razteza med
x = (−10, 10) m in y = (−200, 0) m. Na desni strani slike 3.29 je prikazan potek viˇsine
v odvisnosti od prepotovane poti (koordinate, ki tecˇe tangentno na tloris poti). Na
obeh grafih je s simbolom ”×”oznacˇen zacˇetni polozˇaj letala.
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Slika 3.29: Nacˇrt poleta - tloris poti (levo) in profil viˇsine (desno).
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4. Rezultati in diskusija
Najprej bomo prikazali delovanje algoritma na primeru scenarija iz poglavja 3.5., nato
pa bomo konkretneje analizirali vpliv sˇuma zaznaval in sredstva za omilitev njegovih
ucˇinkov (Kalmanovega filtra) na natancˇnost vodenja pri pristanku.
4.1. Letenje po nacˇrtu poleta
Pot, ki jo je opravilo letalo v simulaciji pod vodstvom razvitega algoritma, ki je deloval
s predstavljenim nacˇrtom poleta, je prikazana na slikah 4.1 in 4.2. Vidi se, da je letalo
uspesˇno prestreglo zacˇetek zahtevane trajektorije in naredilo en krog premera 200m.
Po tem se je zacˇelo spusˇcˇati iz 60 m in doseglo viˇsino 50 m brez prenihaja tik pred
zacˇetkom zadnjega zavoja. Po zavoju je sledilo nadaljnje spusˇcˇanje do tocˇke pristanka.
Na sliki 4.2 desno vidimo sˇe, kako je tik pred pristankom zmanjˇsalo vertikalno hitrost
in se ustalilo na viˇsini 0m.
栀
砀
礀
Slika 4.1: Opravljena pot letala v prostoru.
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Kljub temu, da je bil ves cˇas poleta prisoten precˇni veter na smer pristanka, hitrosti 1
m/s, je algoritem v zadnjem delu pred pristankom letalo vodil po zahtevani poti, brez
bocˇnega odmika. Ucˇinek vetra je kompenziral z usmeritvijo nosa letala priblizˇno 5◦
proti vetru, kar je razvidno iz slike 4.3. Okoli 145. sekunde se usmeritev letala ustali
na 185◦ in ostane tako do dotika s tlemi v 170. sekundi.
琀
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Slika 4.2: Opravljena pot letala - tloris poti (levo) in profil viˇsine (desno).
琀
琀
Slika 4.3: Usmeritev letala v ravnini x− y ravnini.
50
Rezultati in diskusija
4.2. Analiza natancˇnosti vodenja
Natancˇnost vodenja je funkcija mnogih dejavnikov. Med glavne temeljne omejitve
dosegljive zmogljivosti sˇtejemo lastno dinamiko sistema, omejitve hoda (nasicˇenosti)
aktuatorjev in merilni sˇum. Prva nas omejuje, cˇe ima krmiljen sistem nicˇle in/ali pole
v desni polravnini (pozitivne realne dele) ter, cˇe so v procesu prisotne zakasnitve. V
nasˇem primeru je sistem stabilen in uporablja krmilni zakon s polnim vektorjem spre-
menljivk stanj v povratni zanki, kar pomeni, da so vsi poli v levi polravnini, nicˇel pa
ni. Prav tako smo predpostavili, da so zracˇnosti v mehanizmih in drugi razlogi, ki
bi lahko potencialno povzrocˇili zakasnitve v sistemu, zanemarljivi. Predpostavili smo
sˇe, da ohranjamo pasovne sˇirine zaznaval, aktuatorjev in samega algoritma (cˇasovne
konstante in periode vzorcˇenja ts) tekom analize konstantne, ter, da nikoli ne dosezˇemo
stanja nasicˇenosti aktuatorjev, kar simulacija tudi potrdi. S temi predpostavkami smo
zagotovili, da je imel v nasˇi analizi, izmed nasˇtetih temeljnih omejitev zmogljivosti,
vpliv le merilni sˇum. Na ta nacˇin lahko nedvoumno kvantitativno ovrednotimo iz-
boljˇsanje natancˇnosti vodenja zaradi uporabe Kalmanovega filtra.
4.2.1. Idealni primer
Za boljˇso predstavo o vplivu sˇuma in kasneje Kalmanovega filtra bomo najprej pokazali,
da je dosegljiva natancˇnost krmiljenja viˇsine h = −z ob njegovi odsotnosti poljubno
velika, oz. v realnosti z omejenim hodom aktuatorjev, omejena z mejo stabilnosti. V
idealnem primeru, torej, ko vsa stanja poznamo 100% natancˇno, brez sˇuma, lahko LQR
ojacˇanja (matriko Kr) vecˇamo poljubno in bo natancˇnost vedno vecˇja. Kot primer si
oglejmo obnasˇanje sistema z lineariziranim algoritmom za vodenje (3.3.0.2.). Ta sistem
ima vektor stanj
x = [u,w, q, θ, v, p, r, φ, δt,dej, δa,dej, δe,dej, δr,dej, y, z, Vi, yi, zi]
T (4.1)
in matriko Q LQR krmilnika
Q = sled(20, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 100, 100, 200, Q16, Q17). (4.2)
Zadnja dva elementa sledi zgornje matrike, Q16 in Q17, sta povezana z ojacˇanjema
integratorjev napak viˇsine in bocˇnega odmika od zahtevane trajektorije in povesta, kako
agresivno se bo krmilnik odzval na zunanjo motnjo. Na sliki 4.4 je prikazana korenska
krivulja, t.j. spreminjanje polov sistema, ob vecˇanju ojacˇanja Q17 od 1 do 10
10. S
sˇtevilkami od 1 do 4 so oznacˇeni poli pri Q17 = 1. Z vecˇanjem ojacˇanja, se premaknejo
po krivuljah na grafu, tako da njihov konec pomeni polozˇaj polov pri Q17 = 10
10.
Vidimo, da se pol sˇt. 1 (ter njegov konjugirano kompleksni par) premakne v podrocˇje
viˇsjega dusˇenja (realni del je bolj negativen) in se asimptoticˇno priblizˇa koncˇni frekvenci
(imaginarni del narasˇcˇa) v tocˇki (Re, Im) = (-12,2; ±12,5). Pol sˇt. 2 se najprej ob
razmeroma konstantni frekvenci premakne v levo, torej k viˇsjemu dusˇenju, nato pa se
srecˇa s svojim konjugirano kompleksnim parom v tocˇki (-9,8; 0). Pot nadaljujeta kot
dva realna pola, od katerih se en ustali v tocˇki (9,5; 0), drug pa se pomakne naprej proti
levi. V tocˇki (-16,8; 0) se srecˇa s polom sˇt. 3, ki se od svoje zacˇetne lege ob vecˇanju
ojacˇanja zacˇne premikati v desno, in skupaj tvorita nov konjugirano kompleksni par,
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Slika 4.4: Poli zaprtozancˇnega sistema v odvisnosti od ojacˇanja Q17 na intervalu
(1, 1010).
ki se ob najvecˇjem ojacˇanju nahaja v tocˇki (-26,7; ±10,6). Pol sˇt. 4 se od zacˇetne
lege najprej premakne proti viˇsjim frekvencam in nizˇjem dusˇenju, nato pa zavije proti
viˇsjemu dusˇenju in koncˇa v tocˇki (-10,7; ±27,8). Poli, ki ves cˇas ostanejo na prvotnem
mestu, so povezani z dinamiko v precˇni smeri in vecˇanje ojacˇanja Q17 na njih nima
vpliva. Za bolj plasticˇno predstavo o pomenu viˇsanja omenjenega ojacˇanja si poglejmo
odziv sistema ob skocˇni spremembi vetra v negativni z smeri (vzgornjik) za 1 m/s.
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Slika 4.5: Odziv sistema na skocˇno spremembo vertikalne hitrosti vetra v odvisnosti
od ojacˇanja Q17.
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Slika 4.6: Bodejev diagram prenosne funkcije od hitrosti w do viˇsine h razlicˇna za
ojacˇanja Q17.
Natancˇneje, poglejmo si cˇasovni potek viˇsine letala nad zahtevano za Q17 = 100, 1000
in 10000. Na sliki 4.5 zgoraj vidimo, da se letalo najprej dvigne, dosezˇe maksimum in
se nato vrne na zahtevano viˇsino. Vecˇanje ojacˇanja vpliva na amplitudo maksimalnega
prenihaja, njegov cˇas, ob katerem se zgodi, in na dusˇenje nihanja po vrnitvi na h = href .
Skladno s korensko krivuljo 4.4 se z vecˇanjem ojacˇanja maksimalni prenihaj manjˇsa,
frekvenca odziva je viˇsja (cˇas maksimuma je manjˇsi), nihanje okrog zahtevane viˇsine
pa je vedno bolj izrazito. To lahko potrdimo tudi z Bodejevim diagramom 4.6, kjer
na magnitudnem delu vidimo, da je magnituda prenosne funkcije v podrocˇju nizkih
frekvenc znizˇana z viˇsanjem ojacˇanja, torej sistem motnjo v ustaljenem stanju bolj
omili. Prav tako na faznem delu istega diagrama vidimo, da je gradient faze z vecˇanjem
frekvence vedno bolj strm za vecˇje ojacˇanje, kar nakazuje na prenihaj po vrnitvi v
zahtevano lego in rahlo, sicer relativno dobro dusˇeno nihanje okrog le-tega. Na sliki 4.5
spodaj je prikazana amplituda maksimuma v odvisnosti od ojacˇanja Q17 za vrednosti
od 1 do 1010 z logaritemsko absciso. Vrednosti sicer padajo proti nicˇ, vendar se, kot smo
omenili, slej kot prej srecˇamo z omejitvami fizicˇnega sistema, kar vidimo na sliki 4.7.
Zgornji graf te slike prikazuje odziv ukaza krmilnika viˇsinskemu krmilu (ne dejanskega
odklona krmilne povrsˇine - ta je filtriran sˇe s prenosno funkcijo aktuatorja), kjer je
razvidno, da vecˇje ojacˇanje pomeni vecˇji zahtevan odklon in tudi manj dusˇeno nihanje
okrog ravnovesnega stanja. Razlog za to je, da moramo za vecˇjo frekvencˇno vsebnost
(vecˇjo pasovno sˇirino) odziva na sliki 4.5 zgoraj v sistem vnesti vecˇ energije, za kar
potrebujemo agresivnejˇse krmiljenje. Spodnji graf slike 4.7 kazˇe maksimalno vrednost
ukaza odklona v odvisnosti od ojacˇanja Q17, kjer vidimo, da je Q17 = 46820 najvecˇje
dopustno ojacˇanje, cˇe zˇelimo najviˇsjo amplitudo ukaza odklona omejiti na 30◦. Cˇe
dopustimo, da krmilnik od aktuatorja zahteva vecˇji odklon, kot ga je ta zmozˇen dosecˇi,
bomo v sistem vnesli zakasnitve, omogocˇili nekontrolirano rast vrednosti integratorja
napake (v kolikor krmilni algoritem ne vsebuje varoval pred tem), vse od nasˇtetega pa
vodi v zmanjˇsano amplitudno in fazno rezervo ter na koncu v nestabilnost sistema. Teh
problemov ni v primeru uporabe prediktivnega krmiljenja (MPC), saj tam krmilnik v
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realnem cˇasu optimizira svoja ojacˇanja, kjer lahko uposˇteva tudi tovrstne omejitve.
Bistveno pri vsem tem je torej dejstvo, da lahko teoreticˇno dosezˇemo poljubno visoko
natancˇnost vodenja, vendar je le-ta tudi v idealnem primeru brez sˇuma in negotovosti
modela v realnosti omejena s fizicˇnimi omejitvami sistema.
⠀㐀㘀㠀㈀　Ⰰ㌀　⤀
琀
儀
儀
儀
儀
Slika 4.7: Odziv viˇsinskega krmila na skocˇno spremembo vertikalne hitrosti vetra v
odvisnosti od ojacˇanja Q17.
4.2.2. Vpliv merilnega sˇuma
Pri realni implementaciji krmilnih algoritmov pa informacija o pravih vrednostih spre-
menljivk stanj v sistem vstopa preko zaznaval, zato je v njej vedno prisotna neka
fundamentalna negotovost. Dva izmed glavnih sta elektricˇni sˇum primarnih zaznaval-
nih elementov in napake diskretizacije. Cˇeprav imajo vse negotovosti svoj, nacˇeloma
popolnoma opisljiv fizikalni mehanizem, je to z vidika krmiljenja klasicˇno-mehanskih
sistemov le vecˇanje entropije problema, brez sorazmernega prirasta k kvaliteti resˇitve.
Zaradi tega, vse negotovosti strnemo pod enim samim pojmom, imenovanim merilni
sˇum, in ga obravnavamo kot samostojno entiteto. Glavni razlog za njegovo proble-
maticˇnost je v tem, da se krmilnik odzove, poleg pravega signala, tudi na sˇum. To je
jasno razvidno iz slike 4.8, ki prikazuje amplitudne dele Bodejevega diagrama komple-
mentarne obcˇutljivostne funkcije Gnx za tri razlicˇna ojacˇanja Q17 za gibanje v ravnini
x−z, torej, kako motnje v spremenljivkah w, q, θ in z vplivajo na odziv viˇsine letala z.
Pod motnje tu sˇtejemo tako merilni sˇum, kot tudi procesni sˇum, kjer je prvi prisoten pri
vseh spremenljivkah, drugi pa pri w in q v obliki turbulence. Vidimo, da gredo magni-
tude pri ekstremno visokih in nizkih frekvencah proti nicˇ, kar nakazuje, da sistem sˇum
dusˇi. Pri nizkih frekvencah sˇum nima vpliva, ker je tam krmiljenje najucˇinkovitejˇse,
kot bomo kasneje pokazali s prenosno funkcijo razklenjenega sistema, pri visokih fre-
kvencah pa prav tako nima vpliva, zaradi fizicˇne masne vztrajnosti letala, ki ne dopusˇcˇa
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Slika 4.8: Amplitudni deli Bodejevega diagrama komplementarne obcˇutljivostne
funkcije Gnx od w, q, θ, z do z za tri razlicˇna ojacˇanja Q17.
odziva v tem frekvencˇnem obmocˇju. V vmesnem obmocˇju frekvenc vidimo, da se ma-
gnitude priblizˇajo ali tudi presezˇejo 0 dB. To pomeni, da bo kakrsˇenkoli pojav, ki
ima frekvencˇno vsebnost v tem obmocˇju, bistveno vplival na dosegljivo natancˇnost, saj
malo negativne oz. pozitivne magnitude pomenijo ojacˇanje njihovih ucˇinkov. V tem
obmocˇju igra pomembno vlogo merilni sˇum, saj je v splosˇnem beli sˇum, kar pomeni,
da ima nacˇeloma konstantno jakost pri vseh frekvencah. Tukaj je krmilni sistem tudi
najbolj obcˇutljiv na negotovost modela, kar pomeni, da je pri modeliranju pomembno,
da zagotovimo dobro ujemanje v tem frekvencˇnem pasu. Poleg tega je tudi najbolj
obcˇutljiv na zunanje motnje (turbulenca), zato je koristno, cˇe povratno zanko obliku-
jemo tako, da se vrhovi magnitud nahajajo izven frekvencˇnega obmocˇja turbulence.
Le-ta pa je spremenljiv pojav, torej je za njeno ucˇinkovito dusˇenje potrebno adaptivno
krmiljenje, kjer se krmilni zakon spreminja glede na trenutne razmere. Po drugi strani
vidimo, da bo z vecˇanjem ojacˇanja Q17 dusˇenje nizkofrekvencˇnih komponent turbu-
lence, ki imajo najviˇsjo amplitudo, sˇe vecˇje, vendar bo tudi merilni sˇum bolj ojacˇan.
Opazimo pa lahko tudi problem, ki ga predstavlja GPS sˇum s svojo izrazito nizko-
frekvencˇno komponento. Ucˇinkovito krmiljenje pri nizkih frekvencah pomeni, da bo
krmilni sistem sˇum GPS sprejemnika dojemal kot spremembo zahtevanega polozˇaja.
Rezultat pa je ta, da mu bo dobro sledil in ga tako neposredno prenesel na dejansko
viˇsino letala in posledicˇno vplival na natancˇnost vodenja. Amplituda GPS sˇuma je
dalecˇ najvecˇja od vseh zaznaval, zato pricˇakujemo, da bo njegov sˇum prevladoval nad
ostalimi zaznavali pri natancˇnosti vodenja. Tu se pokazˇe prava vrednost RTK satelitske
navigacije s karakteristicˇno nizko varianco sˇuma. Zgornje ugotovitve lahko sˇe dodatno
potrdimo s preusmeritvijo pozornosti na dejavnost aktuatorjev. Amplitudni deli Bode-
jevega diagrama obcˇutljivostnih funkcij izhodnih motenj Gnu od w, q, θ in z do plina δt
in viˇsinskega krmila δe, slika 4.9, jasno prikazujejo nizke magnitude pri nizkih frekven-
cah, ki se z viˇsanjem Q17 sˇe nizˇajo, saj bo krmilnik imel vecˇjo pasovno sˇirino in se bo
hitreje odzval, zaradi cˇesar bodo potrebni odkloni krmilnih povrsˇin manjˇsi, v kolikor
jim njihova locˇljivost to dopusˇcˇa. Pri visokih frekvencah vidimo visoke magnitude pri
diagramih vseh spremenljivk, ki se z viˇsanjem Q17 sˇe viˇsajo, saj jih krmilnik le ojacˇa,
ne more jih pa dusˇiti, ker v tem obmocˇju ni vecˇ ucˇinkovit. Do enakih ugotovitev lahko
pridemo tudi pri vplivu sˇuma precˇnih spremenljivk v, p, φ in y na horizontalno na-
tancˇnost, t.j. odziv precˇnega odmika y od zahtevane trajektorije na motnje v omenjenih
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Slika 4.9: Amplitudni deli Bodejevega diagrama obcˇutljivostnih funkcij izhodnih
motenj Gnu od w, q, θ, z do plina δt in viˇsinskega krmila δe za tri razlicˇna ojacˇanja
Q17.
spremenljivkah. Ponovno lahko uporabimo obcˇutljivostni funkciji, ki smo jih upora-
bili za analizo natancˇnosti viˇsine, le z drugimi kombinacijami spremenljivk. Diagrami
so prikazani na slikah 4.10 in 4.11. Tukaj prav tako vidimo, da je horizontalni od-
Slika 4.10: Amplitudni deli Bodejevega diagrama komplementarne obcˇutljivostne
funkcije Gnx od v, p, φ, y do y za tri razlicˇna ojacˇanja Q16.
mik y najbolj obcˇutljiv na sˇum GPS sprejemnika, in da vecˇanje ojacˇanja Q16 pomeni
viˇsjo natancˇnost, vendar na racˇun ojacˇanja merilnega sˇuma in prekomerne uporabe
aktuatorjev. Na zgornjih diagramih lahko opazimo tudi glavno pomanjkljivost LQR
krmiljenja v primerjavi z metodo oblikovanja prenosnih funkcij (poglavje 2.3.). Njegov
krmilni zakon je konstantna matrika, zato ima sicer fazni zamik pri vseh frekvencah
enak nicˇ, kar je dobrodosˇlo, vendar ima tudi ojacˇanje pri vseh frekvencah konstantno.
To je glavni razlog za visoke vrednosti magnitud krmilnih signalov pri visokih frekven-
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Slika 4.11: Amplitudni deli Bodejevega diagrama obcˇutljivostnih funkcij izhodnih
motenj Gnu od v, p, φ, y do y za tri razlicˇna ojacˇanja Q16.
cah, ki jih vidimo na slikah 4.9 in 4.11. Razlog, da so njihove magnitude pri nizkih
frekvencah vseeno nizke, cˇeprav je matrika ojacˇanj konstantna pri vseh frekvencah, je
ponovno ta, da je pri nizkih frekvencah krmiljenje ucˇinkovito in krmilnik uspesˇno dusˇi
nizkofrekvencˇne motnje, kar pa ne drzˇi za frekvence nad lomno frekvenco. To je jasno
razvidno iz prenosne funkcije razklenjenega sistema na sliki 4.12, ki govori o tem, kako
mocˇno se bo sistem odzval na motnjo (ne o samem odzivu, ki vkljucˇuje sˇe povratno
zanko - o tem govorita sliki 4.8 in 4.10), kjer vidimo, da sta najviˇsji lomni frekvenci za
krmiljenje viˇsine 5,79 rad/s in 5,12 rad/s za krmiljenje bocˇnega odmika. Resonancˇni
vrhovi, ki se nahajajo tik pred lomnima frekvencama, so posledica interakcij v sistemu
med posameznimi nihajnimi nacˇini, kar opazimo tudi na slikah 4.9 in 4.11 kot ostre
prelome grafa v enakem frekvencˇnem pasu. Navedene lastnosti krmilnega sistema, ki
Slika 4.12: Amplitudni deli Bodejevega diagrama prenosne funkcije razklenjenega
sistema za krmiljenje viˇsine (levo) in za krmiljenje bocˇnega odmika (desno).
izhajajo iz dejstva, da je krmilni zakon konstantna matrika, jasno kazˇejo, da bi bilo za
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vecˇjo odpornost na merilni sˇum krmilni zakon smiselno prilagoditi tako, da bi njegovo
ojacˇanje zacˇelo padati proti nicˇ pri frekvencah, ki so viˇsje od lomnih frekvenc razkle-
njenega sistema, saj tam krmiljenje ni vecˇ ucˇinkovito. To bi lahko resˇili z nastavitvijo
frekvence delovanja celotnega algoritma na dvakratnik najviˇsje lomne frekvence, tako
da bi bila najviˇsja lastna frekvenca sistema enaka Nyquistovi frekvenci, vendar bi s tem
zˇrtvovali locˇljivost krmiljenja. Bistvena ugotovitev je torej ta, da so posledice sˇuma
zmanjˇsanje natancˇnosti vodenja in povecˇanje zahtev po uporabi aktuatorjev, kar potrdi
intuitivno ugotovitev, da je koristno, cˇe sˇum cˇim bolj odstranimo iz merilnih signalov,
sˇe preden pridejo do krmilnika in predvsem, da je sˇum GPS sprejemnika dalecˇ najbolj
vpliven pri koncˇni dosegljivi natancˇnosti vodenja.
4.2.3. Vpliv Kalmanovega filtra
V prejˇsnjem poglavju smo podali kvalitativne razloge za zmanjˇsanje natancˇnosti vode-
nja zaradi merilnega sˇuma, nismo jih pa morali neposredno ovrednotiti, saj dolocˇenih
spremenljivk, namrecˇ naklona θ in nagiba φ, ne moremo neposredno meriti, ampak jih
lahko dolocˇimo posredno, preko merjenih spremenljivk, ki nosijo informacijo o njih. Te
so kotne hitrosti p in q, vektor gravitacijskega pospesˇka g in vektor Zemljinega ma-
gnetnega polja. Problem je, da ima vsaka od nasˇtetih velicˇin svojo pomanjkljivost, ko
pride do izlusˇcˇevanja informacije o kotih nagiba in naklona iz njih. Kotne hitrosti je
potrebno integrirati, kar pomeni, da bo vsakrsˇna netocˇnost v merjenem signalu pov-
zrocˇila napako ocene kota naklona/nagiba. Pospesˇkomer, ki meri vektor gravitacijskega
pospesˇka, je podvrzˇen tudi translatornim pospesˇkom, ki jih ne moremo na enostaven
nacˇin locˇiti od gravitacijskega, zaradi cˇesar je podatek o naklonu/nagibu, pridobljen iz
tega zaznavala, manj zanesljiv, sˇe posebej pri izrazito dinamicˇnem gibanju letala (npr.
zaradi turbulence). Slabost magnetometra je, da izmed omenjenih zaznaval najbolj
sˇumi, poleg tega pa nanj vpliva vsakrsˇno magnetno polje, ne samo Zemljino. Tako
lahko npr. visoko-tokovni elektricˇni vodniki ali pa jekleni nosilci povzrocˇijo veliko na-
pako njegove meritve. Kalmanov filter (KF) omogocˇa, da signale nasˇtetih zaznaval
zdruzˇimo, tako da primerjamo informacije o naklonu/nagibu vseh treh hkrati in se, na
podlagi njihove kovariance merilnega sˇuma Rn, odlocˇimo o stopnji zaupanja posame-
znemu zaznavalu. Poleg tega, KF uporablja sˇe matematicˇni model procesa (poglavje
3.3.0.1.), ki ga uporablja kot dodatni vir informacije in na podlagi dinamike sistema
predvidi spreminjanje posamezne spremenljivke ter zavrne informacije, pridobljene iz
merilnih signalov, ki temu nasprotujejo. Razmerje med zaupanjem modelu in zazna-
valom je podano s kovariancˇnima matrikama Rn in Qn. Na ta nacˇin lahko ucˇinkovito
odstranjuje visokofrekvencˇni sˇum iz merilnih signalov in ocenjuje posredno dolocˇene
spremenljivke. Na sliki 4.13 je prikazan primer ocenjevanja kotov naklona in nagiba
za Qn,θ = Qn,φ = 10
−9 za periodo 60 sekund. Prikazani sta razliki med dejanskima in
ocenjenima kotoma θˆ in φˆ. V preglednici 4.1 so prikazane statisticˇne lastnosti ocenjenih
velicˇin. Vidimo, da je pri obeh standardna deviacija sˇuma priblizˇno za en red velikosti
nizˇja od sˇuma zaznaval, ter da je prisoten premik nicˇliˇscˇa, ki je posledica netocˇnosti
meritev. Kolicˇina sˇuma, ki ga KF lahko odstrani, je pogojena s pasovno sˇirino oce-
njevanega pojava. Pri tem se ne obnasˇa nicˇ drugacˇe kot navaden nizkopasovni filter,
kar pomeni, da ima svojo lomno frekvenco. Cˇe ocenjuje pojav, katerega frekvenca je
blizu tej lomni ali nad njo, se bo v ocenjenem signalu pojavil fazni zamik, tako kot je
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Slika 4.13: Razlika med dejanskim in ocenjenim kotom θˆ (zgoraj) in razlika med
dejanskim in ocenjenim kotom φˆ (spodaj) za Qn,θ = Qn,φ = 10
−9 za periodo 60
sekund.
Preglednica 4.1: Statisticˇne lastnosti ocenjenih velicˇin θˆ in φˆ.
Srednja vrednost [◦] Standardna deviacija [◦] Amplituda [◦]
θˆ -0,014 0,021 0,095
φˆ 0,018 0,040 0,254
to pricˇakovano za kakrsˇenkoli proces s prenosno funkcijo prvega reda. Fazni zamik v
ocenjenih kotnih hitrostih pa se bo prenesel na oceno kotov nagiba/naklona, zmanjˇsal
fazno rezervo in vodil v nizˇje dusˇenje nihanj krmiljenih spremenljivk in potencialno v
nestabilnost. Zaradi tega obstaja spodnja meja, do katere lahko KF odstrani sˇum, brez
negativnih posledic (dodatnega faznega zamika), in je pogojena z dinamicˇnostjo oce-
njevanega pojava. Cˇe se ta odvija pocˇasi (ima nizko pasovno sˇirino), lahko nastavimo
nizke vrednosti matrike Qn, s cˇimer znizˇamo lomno frekvenco filtra in odstranimo vecˇ
sˇuma, ki se nahaja pri viˇsjih frekvencah. Cˇe pa je pojav hiter (ima visoko pasovno
sˇirino), pa moramo lomno frekvenco filtra temu primerno zviˇsati (viˇsje vrednosti v
Qn - vecˇ negotovosti v procesu), s cˇimer prepustimo vecˇ sˇuma do izhoda. Tako bi
za ucˇinkovito delovanje KF morala biti matrika Qn odvisna od kolicˇine turbulence,
ki dolocˇa dinamicˇnost ocenjevanega procesa (kako mocˇno letalo ”premetava” in s tem
povezane amplitude pospesˇkov). Tezˇavo ima pri nizkofrekvencˇnem sˇumu GPS spre-
jemnika. Ta se namrecˇ nahaja v obmocˇju frekvenc, kjer se vrsˇi tudi vsa dinamika
krmiljenega sistema, zato ni zmozˇen locˇiti med njo in sˇumom. Ta je, kot smo povedali,
nakljucˇni sprehod, zato ne ustreza predpostavkam KF algoritma, da je merilni sˇum beli
z normalno porazdelitvijo in srednjo vrednost nicˇ. Rezultat je ta, da bo ocena polozˇaja
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Slika 4.14: Razlika med dejanskim in ocenjenim polozˇajem yˆ (zgoraj) in razlika med
dejanskim in ocenjenim polozˇajem zˆ (spodaj) za Qn,y = Qn,z = 10
−2 za periodo 60
sekund.
mocˇno sledila gps signalu. Na sliki 4.14 vidimo 60 sekund razlike med dejanskim in
ocenjenim polozˇajem yˆ in zˆ za Qn,y = Qn,z = 10
−2. V simulaciji je bil uporabljen GPS
sˇum s standardno deviacijo σgps,y = σgps,z = 0,25 m in amplitudo 1 m. V preglednici
4.2 so prikazane statisticˇne lastnosti ocenjenih velicˇin. Vidimo, da sta pri obeh stan-
dardna deviacija sˇuma in amplituda enakega reda velikosti kot sˇum zaznavala, ter da
je ponovno prisoten premik nicˇliˇscˇa. Zaznavali, ki sˇe nosita informacijo o polozˇaju,
Preglednica 4.2: Statisticˇne lastnosti ocenjenih velicˇin yˆ in zˆ.
Srednja vrednost [m] Standardna deviacija [m] Amplituda [m]
yˆ -0,145 0,103 0,318
zˆ 0,076 0,242 0,810
t.j. pospesˇkomer in barometer,sta manj primerni za ocenjevanje polozˇaja. Prvega mo-
ramo dvakrat integrirati, da dobimo iz pospesˇkov pomike, kar pomeni, da bo s cˇasom
napaka zaradi netocˇnosti meritve rasla kvadratno, zato je primeren le za krajˇse peri-
ode, drugi pa nosi informacijo le o viˇsini in si z njim pri ugotavljanju horizontalnega
polozˇaja ne moremo pomagati, poleg tega pa je sˇe precej pogojen z lokalnim tlakom
in temperaturo na srednjem morskem nivoju, ki nista vedno na voljo. Tako nam ne
preostane drugega, kot da zaupamo informaciji, pridobljeni iz GPS signala. Zaradi tega
je tudi pri koncˇni najvecˇji dosegljivi natancˇnosti vodenja skoraj povsem prevladujocˇ
vpliv GPS sˇuma. Na sliki 4.15 vidimo 250 sekund simulacije vodenja z nelinearnim
krmilnim algoritmom brez vetra in turbulence. Prikazana je razlika med dejanskim in
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referencˇnim polozˇajem yref in zref . V preglednici 4.3 so prikazane statisticˇne lastnosti
ocenjenih velicˇin. Iz slike in preglednice je jasno razvidno, da je dosezˇena natancˇnost
enakega reda velikosti kot GPS sˇum, kar potrdi predhodne trditve, da ta dejavnik
predstavlja dominanten vpliv pri dosegljivi natancˇnosti vodenja. Sklepamo lahko, da
bi lahko z uporabo RTK satelitske navigacije v idealnih meteorolosˇkih razmerah dosegli
amplitudo natancˇnosti vodenja reda velikosti 10 cm.
琀
Slika 4.15: Razlika med dejanskim in referencˇnim polozˇajem ydej (zgoraj) in razlika
med dejanskim in ocenjenim polozˇajem zdej (spodaj) za periodo 250 sekund.
Preglednica 4.3: Statisticˇne lastnosti dejanskih velicˇin ydej in zdej.
Srednja vrednost [m] Standardna deviacija [m] Amplituda [m]
ydej -0,075 0,133 0,833
zdej -0,114 0,218 0,932
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5. Zakljucˇki
V pricˇujocˇem delu je bil predstavljen razvoj algoritma za avtonomno pristajanje letal.
Najprej smo z uporabo LaGrangevih enacˇb klasicˇne mehanike izpeljali nelinearne gi-
balne enacˇbe gibanja masne tocˇke v sˇestih prostostnih stopnjah, ki vladajo mehaniki
leta letala. Aerodinamicˇne sile in momente smo opisali kot funkcije odvisnih spremen-
ljivk gibanja, katerih vrednosti smo dobili s tabeliranjem sil in momentov, dobljenih s
kvazi-staticˇno analizo s teorijo potencialnega toka, implementirano v panelni metodi.
Enacˇbe smo nato s perturbiranjem okrog izbrane ravnovesne lege leta linearizirali, sile
in momente pa izrazili s stabilnostnimi koeficienti, prav tako pridobljenimi s panelno
metodo. Nato smo podali sˇe teoreticˇno ozadje sinteze LQR krmilnega zakona, ki sloni
na dobljenem linearnem modelu, ter algoritma razsˇirjenega Kalmanovega filtra, ki, sku-
paj z LQR krmilnikom, tvori v krmilnem algoritmu uporabljen LQG krmilni zakon.
V nadaljevanju smo predstavili zasnovo simulacije, ki je sluzˇila kot okolje za razvoj in
preizkusˇanje razvitega krmilnega algoritma in zajema vse vplivnejˇse nelinearne dejav-
nike, ki pri razvoju igrajo kljucˇno vlogo. Locˇeno so opisani posamezni sestavni deli,
t.j. sistem aktuatorjev, dinamika letala, sistem zaznaval ter krmilni algoritem. Nato
je predstavljen primer simulacije nelinearnega gibanja letala v limitnem ciklu, ter si-
mulacija leta po vnaprej dolocˇeni poti s predpisano viˇsino z razvitim algoritmom. V
poglavju 4. smo podrobneje preucˇili vpliv merilnega sˇuma na dosegljivo natancˇnost
vodenja in vlogo Kalmanovega filtra pri tem.
Pokazali smo, da se v obmocˇju visokih frekvenc njegov vpliv kazˇe predvsem v preko-
merni dejavnosti aktuatorjev, ter le v manjˇsi meri pri natancˇnosti vodenja, medtem, ko
pri nizkih frekvencah velja obratno. Za tem smo obravnavali vlogo Kalmanovega filtra
in pokazali, da lahko z njim odstranjujemo sˇum iz merilnih signalov ter ocenjujemo ne-
merjene velicˇine. Ugotovili smo, da ima filter najvecˇje tezˇave pri odstranjevanju sˇuma
GPS sprejemnika, zaradi cˇesar ima na koncu ta prevladujocˇ vpliv pri dosegljivi na-
tancˇnosti vodenja. Iz rezultatov lahko sklepamo, da je uporaba Kalmanovega filtra za
ucˇinkovito delovanje krmilnega algoritma sicer nujna, vendar so kvalitetna zaznavala
z nizko magnitudo sˇuma in predvsem uporaba RTK satelitske navigacije bistvenega
pomena za doseganje vecˇjih natancˇnosti vodenja.
Glavne pomanjkljivosti razvitega algoritma so v krmilnem zakonu LQR ter v upora-
bljenem matematicˇnem modelu procesa v Kalmanovem filtru. Trenutni krmilni zakon
je konstantna matrika, ki je sintetizirana za eno obratovalno tocˇko. To pomeni, da
za npr. spremembo viˇsine v zavoju, ko je nagib razlicˇen od nicˇ, krmilnik uporablja
le viˇsinsko krmilo, s cˇimer ne vpliva le na kot naklona, temvecˇ tudi na smer letenja.
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Zaradi tega lahko pride do medsebojne interakcije krmiljenja viˇsine in smeri. Temu bi
se lahko izognili, cˇe bi imeli nelinearni krmilni zakon, ki bi v takem primeru uporabil
tako viˇsinsko kot tudi smerno krmilo in tako resnicˇno vplival le na naklon. Kalmanov
filter, kot je trenutno zasnovan, uporablja linearni model, ki se za napovedovanje stanj
zanasˇa izkljucˇno na kinematiko. Vpliv sil in momentov na spremembo ocenjevanih
spremenljivk bi lahko zajeli, cˇe bi uporabili enak nelinearni model, kot smo ga upora-
bili za simulacijo. Glavna prednost tega bi bila izboljˇsanje odstranjevanje sˇuma tudi
pri vecˇjih pasovnih sˇirinah procesa.
Produkt dela je krmilni algoritem, ki je zmozˇen avtonomnega letenja po vnaprej
dolocˇeni poti ter izvesti pristanek na izbrano tocˇko, tudi ob prisotnosti vetra. Po-
leg tega smo izdelali sˇe simulacijo, kjer je mogocˇe hitro in sistematicˇno preizkusˇati
modifikacije krmilnega algoritma in ovrednotiti njihov vpliv na njegovo zmogljivost.
Bistvena ugotovitev na podlagi rezultatov, je ta, da predstavlja merilni sˇum spreje-
mnika za satelitsko navigacijo prevladujocˇ vpliv na natancˇnost pristankov in kot tak
najbolj smiselno tocˇko za nadaljnji razvoj.
Predlogi za nadaljnje delo
V prihodnosti bi bilo smiselno bolje izkoristiti dejstvo, da je krmiljen proces mogocˇe do-
kaj dobro opisati z matematicˇnim modelom in krmilni zakon nadgraditi s kombinacijo
oblikovanja prenosnih funkcij ter prediktivnim krmiljenjem. Za izboljˇsanje ocenjeva-
nja spremenljivk stanj bi lahko, poleg zˇe omenjenega predloga o uporabi nelinearnega
modela procesa v Kalmnovem filtru, raziskali tudi alternativne formulacije, kot je npr.
Kalmanov filter s sigma tocˇkami. Cˇe bi ocenjevali tudi hitrosti vetra in turbulence, bi
lahko kovariancˇno matriko procesnega sˇuma naredili spremenljivo in med delovanjem
prilagajali pasovno sˇirino filtra. Tako bi lahko ucˇinkovito ocenjevali spremenljivke, z
minimalnim faznim zamikom, in hkrati imeli nizek sˇum pri vseh frekvencah. Naza-
dnje bi bilo koristno raziskati sˇe druge nacˇine merjenja polozˇaja za fazo leta tik pred
pristankom, kjer visoka natancˇnost vodenja pravzaprav sˇele postane pomembna, da bi
dobili informacijo s statisticˇno boljˇsimi lastnostmi sˇuma kot jih ima GPS. Lahko bi
uporabili radijski viˇsinomer, ali pa bi s kamero spremljali teren pod letalom in nato z
obdelavo slik ugotovili bocˇno gibanje. Sˇe bolje pa bi bilo na tleh ob pristajalni stezi
imeti infrastrukturo (radar ali kamero), ki bi lahko bila precej manj omejena glede ve-
likosti, tezˇe in porabe energije kot zaznavala na letalu, in mu sporocˇala njegov polozˇaj
z visoko natancˇnostjo.
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